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ПРЕДИСЛ0В1Е. 

Печатая курсъ геометрическихъ приложешй диффе-
ренщальнаго исчислешя, я задавался прежде всего целью 
дать своимъ слушателямъ nocoöie къ лекшямъ. Разумеется, 
для печати матер!алъ, дававпнйся при устномъ изложенш, 
несколько пополненъ, но въ общемъ онъ воспроизводитъ 
те лекцш, которыя мною читаются начиная съ 1903 года 
въ Харьковскомъ Университете и несколько разъ изда
вались въ литографированномъ виде. 

По содержашю, настоящей курсъ воспроизводитъ съ 
некоторыми дополнеш'ями обычный матер1алъ. Я стре
мился въ теорш поверхностей дать тотъ матер1алъ, который 
можетъ быть безъ труда нолученъ, если уравнеше поверх
ность брать въ видь, решенномъ относительно координаты z, 
и избегалъ введешя параметрической формы. Благодаря 
этому я не ввелъ, конечно, ряда вопросовъ. Но благодаря 
этому мое изложеше доходитъ какъ разъ до того пункта, съ 
котораго начинаетъ свой „Курсъ приложена дифференщ-
альнаго и интегральнаго иечислешя" проф. Б. Я. Букр-Ьевъ, 
къ которому интересующейся и можетъ перейти после 
изучешя моихъ лекщй. 

Я стремился сделать изъ курса геометрическихъ при
ложена более цельный курсъ—курсъ дифференциальной 
геометрш и освежить матер1алъ, сообщаемый въ качестве 
примеровъ и приложешй. Мне легче однако было это 
сделать въ отделе, посвяш,енномъ плоскимъ кривымъ, 
где я имелъ подъ руками такое прекрасное nocoöie, какъ 
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G. Loria. Spezielle algebraische und transcendente ebene 
Kurven. L. 1 9 0 2 . Вместе съ обоими томами курса G. Schef-
fers'a Anwendung der Differential-und Integralrechnung auf 
Geometrie и статьями Mangoldt'a, Scheffers'a и Lilienthal'я 
въ Ш томе и Pringsheira'a во II томе Encyklopädie der 
mathematischen Wissenschaften книга Loria была моимъ 
главнымъ пособ1емъ. Кроме того, я пользовался курсами 
Е. Cesaro. Elementi di calcolo infinitesimale и Lezioni di ge-
ometria intrinseca, столь богатыми интересными геометри
ческими примерами 1), а также соответственными главами 
курсовъ анализа G. Humbert'a и Е. Goursat. 

Чертежи къ курсу были вычерчены бывшимъ моимъ 
слушателемъ В. X. Даватцемъ, который составлялъ также 
первую часть этихъ лекщй для перваго литографирован-
наго издан!я 1 9 0 3 г. Онъ же держалъ, начиная съ 4-го 
листа корректуру во вторую руку, указалъ мне на некото
рые вкравпиеся недосмотры и помогъ мне составить спи-
сокъ опечатокъ. За всю эту помощь я приношу ему 
здесь мою живейшую благодарность. 

'•••') Оба курба уже терейедоиьг на^гЬмецйий языкъ; было бы желательно, 
•Ггобы jcoiTH первый появился пъ русским» перевод*, 

5 / х . — 0 8 . 

Проф. Д . Синцовъ. 
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В в е д е н i е. 

Аналитическая геометрш имйеть своимъ нредметоыъ изучеше 
свойствъ линш и поверхностей по ихъ уравненш въ той или другой 
систем* координатъ. Начиная съ нростъйшихъ формъ, изучаемъ прежде 
всего геометрическш образовашя, опредвляемыя въ наиболее употреби-
тельныхъ декартовыхъ координатахъ уравненшми 1-й и 2-й степени, и 
получаемъ при двухъ перем*нныхъ (въ геометрш на плоскости) прямую 
линш и коничесия свчешя (кругъ, эллипсъ, параболу, гиперболу), при 
трехъ изм'Ьрешяхъ плоскость и поверхности 2-го порядка (шаръ, эллип-
соидъ, гиперболоиды и параболоиды, цилиндры и конусы 2-го порядка). 

Если будемъ брать болъе сложный уравненш, то получимъ болйе 
сложныя фигуры и большее ихъ разнообразае. Такъ уже общее уравне-
Hie 3-й степени въ декартовыхъ координатахъ 

(1) Ах* + ЪЪх*у + ЗСп/ 2 + Dy* + з ( ß r * _|_ 2Fxy + G# 2) -f 

кривой третьяго порядка содержитъ 9 произвольныхъ параметровъ (отно-
шешя 9 изъ коэффищентовъ къ 10-му) и поэтому поел* преобразованш 
координатъ, дающаго возможность дать опредвленныя значетя тремъ 
изъ нихъ. сохраняетъ еще 6 коэффищентовъ, которымъ можно прида
вать всевозможныя значешя. И действительно, изел^дуя возможные типы 
приведеннаго уравнешя кривой (1), еще Newton въ своей Enumeratio 
linearum 3-ii ordinis различаетъ 72 вида, къ которымъ надо присоеди
нить еще 24 вида, имъ пропущенныхъ. L. Euler въ своемъ Introductio 
in analisin inflnitorum, принимая во внимаше только характеръ безко-
яечно удаленныхъ ветвей кривой, различаетъ 12 родовъ, но замвчаетъ 
при этомъ, что большая часть этихъ родовъ такъ обширны, что содер
жать кривыя, весьма различный въ ихъ конечно-удаленныгь частяхъ. 
Бол4е детальная классификация J . Plucker'a (System der analytischen 
Geometrie 1835) различаетъ 216 видовъ. 

.Зшпеки Кмимт . Хармюк*. т»"»р.* I 
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Еще больше можно установить различныхъ видовъ кривыхъ, опре-
д-вляемыхъ уравнетемъ 4-й степени, содержащимъ 14 произвольныхъ-
коэффищентовъ. 

Поэтому является необходимыми отказавшись отъ детальнаго изу-
ч е т я кривыхъ, опред*ляемыхъ уравнениями все бол*е и более высокихъ 
степеней, перейти къ изучешю свойствъ кривыхъ линШ заданныхъ 
уравнетемъ w-ой степени вообще (п = ц. ч.). Но и этимъ не 'Исчерпы
вается далеко разнообразие возможных* дитй . Еще древнимъ были: 
известны такш кривыя, какъ спираль Архимеда, циклоида, квадратрикса, 
Динострата. Эти кривыя не могутъ быть выражены уравнетемъ алге-
браическимъ въ декартовыхъ координатахъ. Имъ придаютъ н а з в а т ь 
трансцендентныхъ; он* отличаются чрезвычайнымъ разнообраз1емъ формъ 
и типовъ и совершенно не допускаютъ такой классификации, какъ кри
выя, заданныя алгебраическимъ уравнетемъ (кривыя алгебраическья),. 
ибо единственный объединяюпцй все ихъ признакъ—чисто отрица
тельный: ихъ уравнение не алгебраическое. 

Является поэтому необходимымъ дать общую теор!ю кривыхъ пло
скихъ, т. е. систематизировать т* вопросы, которые одинаковым* обра-
зомъ могутъ быть разрешаемы независимо отъ частнаго вида уравнетя, 
опред*ляющаго кривую. Таковыми явились т* вопросы, решать которые 
дало возможность изобретете анализа безконечно-малыхъ. 

Сказанное выше съ т*мъ-же правомъ относится и къ кривымъ, 
не укладывающимся на плоскости, и къ поверхностями Совокупность-
наиболее важныхъ въ прим*нетяхъ и наиболее простыхъ вояросовъ 
этого рода и составляет* содержате курса «Геометрическихъ приложе
шй дифференщальнаго исчислешя», назваше вотораго аналогично „при
ложена алгебры къ геометрш", какъ до начала 19-го сто1*тш называли 
аналитическую геометр1ю. И здесь, опираясь на объеХиняющга и опре-
дъляющШ содержаше курса методъ, следовало-бы говорить о дифферен-
щалъной геометрш, какъ и называетъ, напримеръ, свой классический 
курсъ по Teopin поверхностей L. Bianchi '). 

Содержание курса распределяется на три части: 1) теория плоскихъ 
кривыхъ; 2) теор!я кривыхъ въ пространств* и т*сно связанныхъ съ 
ними такъ называемыхъ развертывающихся поверхностей; 3) Teopifl 
поверхностей. 

l ) Lezioni di geometria differencial* 1-е изд. 1893 г., П-е 1902 г.;—есть н*мец-
К1Й переводъ съ I изд. 
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I. Teopifl плоскихъ кривыхъ. 

§ 1. П о н я и е о кривой. Поняло о кривой или считаютъ совер
шенно понятнымъ и не нуждающимся въ особомъ опред*ленш (Дидро и 
д'Аламберъ) или объясняюсь самое большее, что это „длина безъ ши
рины" или „граница поверхности" (Евклидъ) или „путь точки" (Проклъ). 
Descartes въ начал* 2-й книги своей «Геометрш» (1637 г.) задается 
вонросомъ, катя линт можно принять въ геометргю, и приходить къ 
заключение, что это т*, которыя мы теперь называемъ алгебраическими. 
Противъ такого слишкомъ узкаго п о н я т возсталъ въ особенности 
Лейбницъ указывая, что и трансцендентныя лиши, какъ циклоида и 
друпя, должно считать совершенно равноправными съ алгебраическими. 
Но методъ координатъ Декарта привелъ къ изображенш линш уравне-
шями, и это имело решающее в-пяте на дальнейшее развитее понятш 
о кривой линш, поставивъ поняэте о „линш" въ теснейшую связь съ 
пошгиемъ о „функщи". 

Въ аналитической геометрш, въ метод* координатъ, положете 
каждой'точки плоскости определяется и при томъ единственнымъ обра-
зомъ двумя координатами, т. е. въ конце концовъ двумя определенными 
числами, что для плоской кривой доставляетъ въ качестве ариеметиче-
скаго образа безконечную систему иаръ вещественныхъ чиселъ (х, у), 
такъ что каждому взятому х подчиняется одно или несколько значенШ у, 
какъ „функщи" х. Самый терминъ „функгт" встречается впервые у 
Лейбница, какъ обозначеше для такихъ отрезковъ (длинъ), какъ абсцисса, 
ордината, касательная, нормаль, рад1усъ кривизны (и „безчисленвыя 
друпя"), которыя стоять въ онределенныхъ отношешяхъ къ отд*льнымъ 
(принимаемымъ за перем*яныя) точкамъ кривой. 

Задача о колебанш струнъ привела въ особенности Euler'a (кото
рый первоначально подъ функщей понималъ аналитическое выражеше) 
къ произвольнымъ функщямъ, заданнымъ графически произвольно на
черченной и отнесенной къ декартовой систем* кривою. Но такая 
данная графически зависимость только тогда можетъ служить пол-
нымъ опред*лешемъ функщи у = f(x), если данъ геометрически или 
механически! законъ ея образовашя, который можетъ привести къ опре-
д*деннымъ способамъ вычисления, хотя бы и различнымъ для различ-
ныхъ интерваловъ значенШ независимаго перем*ннаго; начерченная по 
произволу кривая не опред*ляетъ въ сущности функщи, ибо по ней для 
каждаго х соответствующая ординаты могутъ быть вычислены лишь при
ближенно, и мы получаемъ собственно то, что F. Klein называетъ полосою 
(Flächenstreifen). Зд*сь является на сцену задача ннтерполировашя. 
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Самое общее noraTie о функщи однозначной (Dirichlet) говорить, 
что у есть (однозначная) функщя х въ интервал* (а, Ъ), если всякому 
значешю a<Lx<^b соотв*тствуетъ определенное значете у,—незави
симо отъ того, какъ осуществляется подчинеше значешй у отд*льнымъ 
значетямъ х. Въ силу сказаннаго выше, это опред*лете ограничивается 
требовашемъ, чтобы у для каждаго х изъ интервала (а, Ь) было опреде
лено ариеметически. 

Изъ всей совокупности такихъ функщи для насъ прежде всего 
важно выделить непрерывный функщи: f(x)—называется непрерывною 
для х = а фуикщей непрерывно изм*няющагося переменнаго х, если 
/ (а) совершенно определенна и если для произвольно малаго е > О 
всегда существует* rf>0, такъ что \f(x)—/(«)|<«, если \х—<x|<d. 

Долгое время считали, что непрерывная функщя есть и дифференци

руемая, но примерь Вейерштрасса 
s 

1= £ а " cos (Ь"ях) при О < а < 1, Ь — 
о 3 1 

нечетное и целое—не им*етъ производной при ab > 1 -(- —я , за кото
рымъ последовали и друие, показалъ, что функщи дифференцируемый 
составляють более тесный классъ, ч*мъ непрерывныя. Но и этого огра-
ничешя еще не достаточно, чтобы получить ту геометрическую картину, 
которую ранее по аналогш съ алгебраическими и некоторыми элемен
тарными трансцендентными фувкщями соединяли съ представлешемъ о 
непрерывной функщи вообще,—именно, чтобы существовала соответ
ственная „обыкновенная* кривая [ЕЕнепрерывная литя , которая въ 
каждомъ разсматриваемомъ интервале состояла бы изъ конечнаго числа 
выпуклыхъ дугъ,—пересекаемыхъ каждою прямою не более, чемъ вь 
двухъ точкахъ,—безъ угловъ и заостретй, хотя можетъ быть и изъ 
отд*льныхъ прямолинейныхъ частей]. Необходийымъ для этого услов!емъ 
служить то, чтобы функщя f(x) была частично—монотонна (не Имъма 
ни въ одномъ конечномъ интервале безконечно-болыного числа maximum-
minimum-овъ). Установлено, что существують непрерывныя монотонныя 
функщи, которыя, ни въ какомъ хотя-бы и сколь угодно маломъ интер
вал*, не будутъ сплошь дифференцируемыми. Существують непрерывныя 
дифференцируемый функщи, которыя ни въ какомъ хотя-бы сколь угодно 
маломъ интервал* не монотонны. Вс* три услов1Я должны быть соблюдены 
(и при томъ для каждаго направлешя, принимаемаго за ось ж-овъ), чтобы 
травнеше y = f(x) опред*ляло обыкновенную кривую. 

§ 2. Виды уравнен!я кривой. Въ декартовыхъ координатахъ 
(почти исключительно принимаются координаты прямоугольных) кривая 
лшпя такимъ образомъ определится уравнев^емъ 

У = /"(*) (1) 



или 
x—4>iy), ( 1 ) 

если за независимое переменное взять не абсциссу, а ординату. Более 
симметричный видъ принимает* въ отношенш координатъ уравнете, 
если взять его въ нерешенном* вид* 

F(x, у) = 0 . (2) 

Такого вида известныя нам* уравнетя круга, эллипса, гиперболы, 
и всякая вообще алгебраическая кривая можетъ быть задана уравнетемъ 
подобнаго вида (неявная форма). 

Но столь же симметричный видъ имеет* третья форма уравнетя 
кривой,—когда обе координаты даны въ функщи вспомогательнаго не-
зависимаго переменнаго, которое обозначимъ черезъ t. (Въ механик* 
за такое вспомогательное переменное чаще всего берутъ время). 

x = <p(t), y — rp{t). (3) 

Между тремя видами уравненШ кривой возможенъ переходъ: ре~ 
шивъ (2) относительно у , придемъ къ (1) , точно также, найдя изъ 
x — (p(t) обратно t=<p~1 (х) и подставивъ получимъ J/ = tp [<JD~' (Х)] — 

уравнете вида (1). Напротивъ, это последнее есть частный случай (3): 
нужно взять х — t, тогда y = f(t). 

Можно также сказать, что (1) есть частный случай (2), потому 
что (1) можно написать 

y-f(x)=0. 

Следуетъ заметить только, что не всегда (1) и (2) вполне тожест-
веннны. Если (2) алгебраическое уравнете относительно у , напр., сте
пени и , то решив* его относительно у получимъ не одно решете , а 
п решети, пусть ft, f2... fn,— и кривыя 

y = fi(.x), y = U(x)---y = f»(x): 

только въ своей совокупности образуют* кривую (2) , составляя отдель-
ныя ея в*тви. 

Напр., для круга 

находим* 
у — + V г 2 — х 2 

и один* корень 
у =-)- У г* — X' 
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даетъ верхнюю полуокружность, а другой 

у = — y V s — х* 
нижнюю. 

Асимптоты гиперболы определяются уравнетемъ 

t. _ х1 — о 

Одна соответствует* одному корню: 

, Ь 
у—А—х 

а 

другая другому 
Ь 

у = х. 
а 

Одна и таже кривая можетъ быть различнымъ образомъ опреде
лена уравнетемъ въ параметрической форм*. Стоить, действительно, 
положить въ (3)< = e(s) и получимъ— 

х = q> (6 (в)) == Ф (s) , 

.y = ?» (e ( s ) )= T(s); 

новымъ вспомогательным* переменнымъ стало s. Напр., эллипсъ, какъ 
известно, можетъ быть определенъ въ параметрической форме урав-
нетями 

х = » а . cos t 

y — b. sin t 

Ho cos t и sin # равдонально выражаются черезъ t g | - . Полагая 

tg у — т найдемъ 
1—т2 2Ьт 

' 1 + т « ' и 1 + т 2 

Въ полярной системе координатъ можемъ подобнымъ образомъ 
определять кривую или уравнетемъ типа (1): 

r = F(b) или b = f(r), 

или же уравнетемъ, нерешеннымъ относительно координатъ: 

F(r, е) = 0 , 



или наконецъ въ параметрической форм* 

r = q>(f), ö = ^(0 . 
Уравнете перваго типа мы нашли для конических* съченш, от-

лесенныхъ къ фокусу и оси: 
Р 

1 + е cos 6 

Уравнете круга, не проходящаго черезъ полюсъ, представляетъ 
прим'Ьръ уравнетя 2-го типа: 

Ф — гг + j ; 8 — 2rra cos (в — е0) 

ГДЕ (г 0 , 6) означаютъ полярНыя координаты центра, и а есть рад!усъ. 
Въ дальнъйшемъ мы даемъ рядъ примъровъ кривыхъ, при чемъ 

ограничиваемся указашеиъ закона образовала кривой (который служить 
и ея опредълетемъ) и намъчаемъ вкратцв вывод* на основами этого 
ея уравнетя. ЦЕЛЬ этихь §§-овъ сообщить матер!алъ, изъ котораго 
можно было бы въ дальнейшем* черпать примеры кривыхъ, обладающихъ 
ТЕМИ или другими свойствами, тою или другою особенностью. 

§ 3. Примеры уравнен!й кривой. Покажемъ, какъ по данному 
кинематическому или геометрическому закону составить уравнете кривой. 

у 
1) Циклоида—геомет

рическое МЕСТО точки окруж
ности круга, катящагосябезъ c v . c e 

скольжешя по прямой. При
мем* эту прямую за ось х-ъъ, 
перпендикуляръ—въ ТОЧКЕ 

этой оси, ГДЕ описывающая 
кривую точка М находится , 
въ начал* движения,—за ось ( 
у-тъ. Пусть крутъ прока
тился въ положительном* 
направленш ОХ на ON. 
Если /_ 31C'N = u и ра-
щсъ круга—а, то ON=au, ^ > ы . 
С " Л г = Ж 7 ' = в 

x=OP=ON— PN = ON — RC, 4ep>»-
у = MP = MR + RP = MR - j - C'N. 

http://cv.ce
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итакъ-

Но изъ Д Ж Д С : 

ВС = a cos — ' = a s i n M ; MR=asiü —~j = — a c o s и, 

x= au — a s i n « = a (и — sinw). 1 

у— а — a cos и — а (1 — cos и). 

Можно исключить и: 

COSM = Or—у 
а ; sin и-

и следовательно, 
Я — м 

а; = a . arc cos — — V 2ау— у2. 

1а) Если предположишь, что описывающая точка М лежитъ не 
на окружности катящагося круга, но на разстоянш d отъ его центра, 
то—при тъхъ-же начальных* предположешяхъ получатся уравнен1я: 

RС'= d . sin и 
M'R = d . cos и 

и такимъ образомъ 
х == au — d . sin и 
у— а — d . cos и 

Если d < a кривая наз. циклоидою укороченною, при е?>а—удлин-
ненною циклоидою. 

2) Эпициклоида (й гипоциклоида) описывается точкою круга, катя-
щагосябезъ скодьжешя по другому кругу. Координаты центра подвиж-
наго круга — (рад1уса а) 

» g = ( J i - f - a ) c o a t 
fj — ( й - | - я) sin t 

при томъ положенш круговъ, когда 
лишя центров* делает* угол* t съ 

'•. j осью ОХ. Координаты точки М 
J ~ эпициклоиды,— 

Черт. 2. 
где 

х = g - j - a cos a 

у — a since, . 



— 9 — 

такъ что 

х = | — a cos (и -f t) 

у = г] — a sin (w 4~ 0 . 

YcjoBie отсутствш скольжешя даетъ 
й . t = а . и, 

или полагая й = п. а, 

w = и . 

такъ что окончательно 

х = («-)- 1) a cos £ — a cos (и + 1) <, 

у = (п -f- 1) a sin < — a sin (»-4- 1) t: 

Гипоциклоида получится при внутреннемъ катанш: 

х = (й — а) cos t-{-aaiüß 
y = (R — a) sin t — a cos ß 

ß= £МС'Р—я—и~ t\ = / 

x = (R — a ) c o s £ - j - a c o s ( M — t) 
y = {R — a) sin t — a sin (u — t), 

или вводя u — n.t, R=na , 

x = (n — l ) a c o s f - | - a c o s ( » — \ ) t 
y — {n— 1) a sin t—a sin(«—1) t. 

ч 

Черт. 3. 

3) Астроида. Возьмемъ окружность радауса а и соединииъ точку ея 
съ центром*. Проэктируемъ (ортогонально) М на ОХ въ точку N, 
точку N на ОМ въ точку Р и точку Р снова 
на ОХ въ точку ©. Тоже самое продълаемъ съ 
осью у-оъъ. Проэктируемъ М на O F въ N', N' 
на ОМ въ Р ' . Р ' на OY въ Искомая кри
вая—геометрическое мъсто точки пресвчешя Рв 
и Р'Э', когда М описываетъ окружность: 

X = ОН = ОР. cos < = (ON. cost). cost — 
= ( 0 3 1 . cos 0 . cos a t — a cos 3 

Y~ 09'= OP'. sin * = OJY' sin 3 f = 
= OM s i n 4 = a s i n 3 < . 

/ • - л 
/ . / 
11—-— 

« 
\ \ \ 

\ \ / / 
• — 

Черт. 4. 



Исключая * получаемъ уравнете кривой подъ видомъ 

3 I S 

х + у ЭТО уравнен1е можетъ быть приведено къ рацюнальному виду воз-
вышетемъ въ кубъ — 

х' + ЗхТ ys W + у") + у2 = а3 

или 

Стадо быть 

2 2 3 

х2 + у2 — а2 + 3а* х3 ys = 0 . 

(жг + у1 — а3)* = — 21а2х*у2 

4) Логариеиииа: у — Ъе" (при Ь и а соизмъримыхъ имъетъ только 
одну точку, об* координаты которой соизмеримы: (х = 0, у = Ъ). 

5) Лижя сводовъ: у-

6) Цепная лижя: у = а 
еа+е я _ 

a cos h (^j. 
Уравненш некоторых* кривыхъ удобнее получать въ подярныхъ 

координатахъ. 
7) Спираль Архимеда. Геометрическое место точки, равномерно 

движущейся по прямой, которая вращается также равномерно около 
У неподвижной течки. Если а пространство, проходимое 

точкою по Прямой въ единицу времени, «-—уголь, на 
который въ это время поворачивается прямая, то 

г = а.<; 6 = at 
отсюда: 

Черт. 5. 
г = т. 

5) Циссоида Дшклеса. Изъ точки А, лежащей 
на кругЬ ддаметра 2а , проводить секущую до пере
сечения въ М съ касательной къ кругу въ точке В, 
д1аметрально противоположной А, и откладывают* 
AD—CM (С—встреча AM съ кругомъ). 

2а sin 2 6 
cos 6 или (х3 + у3) х == Чау2. 

Черт. 6. 
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6) Строфоида. Изъ точки А, взятой иа сторон* 
прямого угла, проводимъ секущую, встречающую 
другую сторону этого угла въ точке С. Изъ С, какъ 
центра, описываемъ окружность радаусомъ, равнымъ 
разстояшю С отъ вершины прямого угла. Точки 
встречи окружности съ АС и ея продолжешемъ 
принадлежать кривой: 

r = a sece + а . tange 
(х2 + г/а) (ж — 2d) -f" aax = О. 

А 
• • - г 

i 
\ . . ' 

- , - л 

* 1)1 

или 

I 

Черт. 7. 

Черт. 8. 
8) Улитка 

Преобразовате координатъ: у = у', 
х = а— х' приводить уравнете къ 
виду: (хг-\-у1)х=а(х2—у2) 

7) Конхоида Никоиеда. Изъ точки О проводимъ 
съкушдя до встречи съ прямою и отъ точекъ встречи 
откладываемъ но об* стороны данную длину Ь. Если а 
разстояте точки 0 отъ данной прямой, то 

г = rfc о 
или c o s e 

(х1 - f у2) (х — а)2 = Ь2х\ 
Смотря потому, будетъ ли о > & , а = Ъ или а<& полу-
чаемъ три вида конхоиды. 

Паскаля. Законь образования 
аналогиченъ; прямая заменяется кругомъ д]а-
метра^2а и точка О лежитъ на круг*. Стало быть, 
образуется улитка Паскаля-такъ: 

Черезъ точку круга О проводимъ с*ку-
щдя\ОМ, ОМ', ...и отъ точки М встречи съ 
кругомъ откладываемъ въ ту и другую сторону 
длину, равную Ъ. 

г = 2а cose i t Ь; (х* - f у1 — 2ааг)2 == 

Черт. 10. 

Черт. 9. 
Ьг (х*-\-у*). 

Кривая также имеетъ три вида 
(на чертеже 6 < 2 а ) . 

9) Овалы Кассиии. Геометри
ческое место точекъ, произведе
т е разстоятй которыхъ отъ двухъ 
данныхъ равно данной величи
не а*. 

(х' + у3 -+- с*)2 — 4с%* = а*. 
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или 

Если положить г/== 0 , то для х получимъ биквадратное уравнете 

( я 2 4 - с 2 ) 2 — 4с% 3 = а 4 

(ж2 — с 3) * = а*. 
Такимъ образомъ: 

х = з+= | / с 2 

1) Если с 2 > а 2 все четыре корня вещественны, кривая состоять 
изъ двухъ отдъльныхъ частей. 

2) Если с 2 = а 2 , два корня обращаются въ нуль,—овалы смыкаются 
въ начал* координатъ, кривая называется лемнискатою. 

3) Если с 2 < я 2 , то вещественныхъ точекъ на оси_ж-овъ имьемъ 
только две. (Кривая имъетъ форму бисквита при a<cV2 и овала при 
a^cV2). 

10) Четырехлепестный вьнчикъ. Прямая посто
янной длины ( = 2 я ) движется опираясь концами 
на дв* взаимно перпендикулярный прямыя, изъ 
точки пересъчешя которыхъ опускаем* на нее 
перпендикуляръ. Кривая есть геометрическое место 
его подошвы. Если AB = 2 а , г = а sin 26 или 
(ж2 ff — Аа*х*у* = 0 . 

Черт. 11. 
§ 3. Касательная и нормаль. Касательною въ ТОЧКЕ кривой 

называемъ предельное положеше, которое занимает* секущая, соединя
ющая дв* точки кривой, если эти дв* точки сближаются и въ предел* 
совпадают*. Пусть М и М' дв* точки кривой y=f(x) съ координатами 
соответственно (х, у) и (хх,у^. Тогда, называя X, У 
текугщя координаты точки с*кущей ММ', напишемъ ея 

ТУ' 

уравнете 
У- .У1—У {Х~х). 

Если М' стремится къ совпадетю съ М, то козффи-
щентъ 

Vi—У _F{*d 
хЛ — х х,-

F(x) 

3 

V . Нет 

а 
Ч5Ц Ч5Ц 

Черт. 12. 

им*етъ своимъ пред*ломъ производную (если, какъ предположили, 

она существуетъ) и такимъ образомъ уравнете касательной МТ (въ 
которую обращается с*кущая) принимает* видъ: 

dx 
( Х - * ) . (4) 
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если для краткости означимъ 

dy , dx 

ypaBHeHie (4) приметь видъ: 

dt 2 / 1 dt 

Х—х_ Y—y А 

или по разделенш на dt и замен* x'dt = dx, y'dt=dy, 

Х—х_ Y—y 
dx dy 

Перпендикуляръ къ касательной въ точке М (которая наз. точкою 
пршосноветя) называется нормалью кривой въ точке М. Уравнете 
нормали напишется, какъ уравнете прямой, проходящей черезъ точку 
М(х, у) и перпендикулярной къ касательной: 

или 

для (2) § 2 

Для (3) § 2 

dx 

( X - * ) + g ( Y - y ) = 0 , (7) 

* = 5 = * = Ü (8) 

x'(X — x)+y,(Y—y) = 0. (9) 

Касательная и нормаль определяют* на осях* координатъ отрезки, 
вычислешемъ которыхъ и займемся. Пусть касательная встречает* ось X 

Если кривая дана уравнетемъ вида (2) § 2, го по известному пра-
Fx , Л . вилу ^ = — -рг, и (4) приводится по умноженш на Ff и переносе 

членовъ къ виду: 

F'x (X—x)-{-Fy( Y— у) = 0. (5) 

Если наконец* уравнете кривой дано въ параметрической форм*, то 
dy dy dx у' * 
olx Hi'lTl i 7 ' 
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въ точк* Т. Тогда М Т наз. длиною касательной или просто касательной. 
Обозначимъ ее Т. Проэкщя ИТ на ось х-овъ т. е. отръзокъ РТ, 
наз. подкасательной (ßt— субтангента). . 

Если нормаль встръчаетъ ось х-овъ въ ТОЧКЕ 

N, то MN наз. длиною нормали (или просто' нор
малью, N), а ея проэкщя NP на ось х-овъ наз. 
поднормалью (SH, субнормаль). 

Обо&ачимъ еще а уголъ касательной съ осью 

х-овъ, такъ что tang« = 3 ^ и £MNP = a— ~. 
ах I 

Тогда изъ ДМРЛГ имъемъ: 
NP = MP cotg(о — | j = — MPtga. 

MN= MP: sin H b MP . sec a. 

т. e. 

т. e. 

Изъ A MPT 

РТ = M P . tg ^x— | j , М Г = M P : cos | a - | j 

"2 

dx dx 

0тр*зки касательной на осяхъ получимъ, полагая въ (4) Y — О 
и потомъ Х = 0 : 

ОТ=х-уру; 0 Q = Y = y - x d £ . 

Отрезки нормали на осяхъ найдемъ подобнымъ образомъ: 

Наконецъ длина перпендикуляра, олущеннаго изъ начала коорди
натъ на касательную 

dy 
dx _ + ydx — xdy 
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Лрим%ры: 1) Парабола f = 2Рх .-. 2у ^ = 2р, т. е. у & = Sn = 

=р == const л для параболы поднормаль постоянная. Обратно парабола 
есть единственная кривая, обладающая этимъ свойством*. 

2) Логариемика: 
±_ -1 

, и dy be" у у 
у=Ье :, = =?-.•.-§-=№ : 

dx a a dy 
dx 

у логаривмит подкасателъная постоянная, и обратно логариемика един
ственная кривая, обладающая этимъ свойствомъ. 

3) Кругъ съ дентромъ въ начал* координатъ: 

нормаль есть величина постоянная. 
Подобным* образомъ найдемъ, что для этого круга постоянно») 

будет* и длина перпендикуляра изъ начала координат* на касательную. 
X X 

АЛ тт* • ( е ° + е ° \ 

4) Цъпная линш у = а I I : проэкщя ординаты на нор

маль есть величина постоянная и равная а—наименьшей ординате. 
5) Общая задача о подэрахъ (podaire, Fusspunktcurve). Подэрою 

называютъ геометрическое место основашй перпендикуляровъ, опущен
ных* изъ некоторой определенной точки на касательный къ данной 
кривой. Если данная точка есть (я, Ъ), то перпендикуляръ изъ нея на касательную-

штЬег* уравнетемъ 

Y-y=d£{X-x) 

Y—Ь = А - ( Х — а ) . 

dx 

Изъ этих* двух* уравненШ надо исключить координаты точки прп-
косноветя съ помощью уравнетя кривой. 

а) Подэра круга относительно центра его есть тотъ же самый круп.. 
о) Подэра параболы относительно вершины есть циссоида. 
с) Подэра параболы относительно точки (О, Ъ), лежащей на каса

тельной въ вершине, есть ойнурида,—кривая, которой простейшее урав
ненШ есть 

x(x*J

ry3) = y (Ьх — су). 
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Kb этому виду въ данномъ прим*р* приводится помощью преоб-

разовашя у — — у'-{-Ь, х — х' и при параметр* параболы равномъ 2с. 
d) Подэра параболы относительно точки встречи ея директриссы 

съ осью есть строфоида. 
e) Подэра круга вообще есть улитка Паскаля. 
6. Кривая, для которой касательная Т им*етъ постоянную длину я, 

удовдетворяетъ уравненш у2 -f- у2 = я 2 . Ея уравнете въ декар
товыхъ координатахъ: 

q „ v/д2 „ _ л.2 
х = а l o g — — — -\-уа2 — у2 (Tractrix). 

У 

7. Касательная къ циклоидп. Угловой коэффищентъ касательной: 
dy ± d\a(l—COSMYI sinw , и 
-/- = t g a равенъ для циклоиды ^ , : —A = z = cotg —. 
ах а [а (и—sin»)] 1 — C O S M 2 

л и Ъл и _ 
Сл*д., a = — — —, если и < ж, и а — — — — , если и > л. Отсюда полу-

чаемъ построете касательной къ циклоид*. Пусть М'— точка ея (см. 
черт. 1); Тогда соединяя М' съ концами К-и N' вертикальнаго д1аметра 

1 1 и 
круга, им*емъ £. M'KN' = -M'CN' =-(2я — и) = ж — т . 

2 2 ^ 
Следовательно, уголъ КМ' съ положительнымъ ваправдетемъ оси 

х-овъ равенъ ^ - j " ж — \ •> т - е - е с т ь касательная къ циклоид* въ 

точк* М', а M'N' — нормаль. 
§ 6. Касательная и нормаль въ нолярныхъ координатахъ. 

Подожете касательной определится въ полярной систем* координатъ, 
если изв*стенъ уголъ, который эта прямая д*лаетъ съ раддуеомъ векто-

ромъ точки прикосноветя. Чтобы получить выра-
ж е т е этого угла, разсмотримъ с*купгую, которая 
проходить черезъ точки Ж =- (г, в) и М' = (r-f-
-[- Ar, е -f- Ab). Опуская изъ М на ОМ' нерпен-
дикуляръ MN, изъ прямоугольнаго треугольника 

Черт. и. MNM' им*емъ: XgNM'M = ~ ~ . 
М N 

Но MN—rsiaAb и M'Q—r-\-Ar—г.cosАъ=Аг-\-г (1—cos/Je). 
Такимъ образомъ 

. ±т..1 „ г . sin . Ah 
ig NM M- Ar-\-r{\—cos Ab)' 

Чтобы перейти къ пред*лу Лв = 0, разд*лимъ числителя и зна

менателя на Ль. Тогда, обозначая ° р е д - L NM'M=y> и зам*чая, 
М—М 
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Je - M Je de " Je 
_ . ., Je / . Je \ 
2 sin 3 - y / sin — \ 

= пред. — - n p i Ä o \ ^ e - J W s i ß A - 0 , 

им*емъ 2 

г , rde 
t g p = - ^ r или 1 6 * = - ^ ; . 

de 

Аналогичные полученнымъ выше отръзкамъ получаются въ этой 
систем* координатъ такимъ образомъ: черезъ полюсъ О проводимъ пря
мую, перпендикулярную къ полярному рад{усу-вектору ОМ. Пусть она 
перес*каетъ соответственную касательную въ точк* Т, а нормаль въ 
точк* N. Тогда отр*зокъ МТ—полярная касательная, MN—полярная 
нормаль, ихъ проэкщи: ОТ—полярная подкасательная, ON—полярная 
поднормаль. 

Замечая, что £ОМТ=у> = Z.ONM получаемъ: изъ Д О Ж Г, 

ОТ=ОМ.Щщ или St = ~ . Z^r_ 

МТ= VöM 2 - f -0"Tä 

2 
dr 
de 

ш и 

T 

Изъ &MON: 

г ] А + ж ^ ^ - т / г г + ( 1 ) 2 

\db) de 

ÖjV = ОЖ. cotg р или Sn = г : 

de 

dr 
de 

ЖЛТ = ^ О Ж 2 4 - 0 ^ 2 = j / r 2 - j - ( . 

Опред*лимъ еще длину OP—перпендикуляра, опущеняаго изъ по
люса на касательную: изъ Д О Р Ж 

г* 
ОР=р — г sin у}--

. З а п е й Иппмт . Х»ри Тшхшьр-' 

чтб при Ab стремящемся къ нулю 

sin Je „ Ar dr l—cos Je 
пред- —яг-=!. пред- -m = и пред- • 
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Примеры: 1) Спираль Архимеда г = аб имъетъ поднормаль по
лярную постоянную и есть единственная кривая, обладающая этимъ 
свойствомъ. 

2) Постоянную подкасательную имъетъ гиперболическая спи
раль rb = а. 

3) Постоянная полярная нормаль будетъ у круга, проходящаго 
черезъ полюсъ и касательнаго къ полярной оси. 

4) Постоянную (полярную) касательную имъетъ кривая, которую 

Cötes назвалъ Tractrix complicata, и которая можетъ быть выражена урав

нетемъ 6 = — i | / a 2 — г 2 — arc sin (^~), если постоянное значете по

лярной касательной означимъ а. 
Въ полярныхъ координатахъ удобно определять подэру относи

тельно полюса. Действительно, полярныя координаты точки Р подэры 
будуть 

(л \ , л г' 

Такимъ образомъ найдемъ: 5) циссоида есть подэра параболы отно
сительная ея вершины. 

6) Спираль гиперболическая имеетъ своею подэрою упомянутую 
выше tractrix complicata (собственно симметричную). 

% 7. Порядовъ и классъ кривой. Порядкомъ кривой называется 
число точекъ, въ которыхъ кривая пересекается съ прямою. Если кри
вая задана уравнетемъ въ декартовыхъ координатахъ, то порядокъ ея 
равенъ степени ея уравненш. Действительно, число точекъ пвреевчеюя 
кривой, заданной уравнетемъ 

F(x,y) = 0 (1) 
степени т, и прямой 

Ах + Ву-\-С=0, 

равно m . l = » » — степени уравнетя кривой 1 ) . 
Такимъ образомъ, чисто аналитически признакъ — алгебраичность 

уравнешй—имеетъ и геометрическое значете, что и оправдываегъ на-
зваше такихъ кривыхъ алгебраическими. 

Если (1) уравнете трансцендентное, то его можно разсматривать, 
какъ алгебраическое безконечно-высокой степени, и следовательно, гово-

' ) Нъкоторыя изъ этихъ точекъ для дайной пряной могутъ оказаться мяииыин,— 
и при тоиъ, есжж уравнете ( 2 ) нхъетъ вещественные коэффищенты, чисю такихъ. 
мвимыгъ точекъ п е р е с ч е т а съ пряною будетъ четное. 
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рить о порядке трансцендентных* кривыхъ нельзя, хотя для отдъльныхъ 
такихъ кривыхъ действительное число точекъ иересЬчешя съ прямою 
можетъ быть и конечно; напримъръ, цепная ' литя не имеетъ ни съ какой 
прямой бол*е двухъ общихъ вещественныхъ точекъ. 

Задача о проведети касательной изъ точки, не лежащей на кри
вой, приводит* къ другому важному понятш—о класть кривой. Классомъ 
кривой называется число касательныхъ, которыя можно провести къ 
кривой изъ точки, на ней не лежащей. (Разумеется, приходится гово
рить главное о кривыхъ алгебраическихъ). 

Въ аналитической геометрш мы видели что кривая 2-го порядка 
есть въ тоже время и кривая 2-го класса. Но вообще говоря порядокъ, 
и классъ кривой не одинаковы. Действительно, какъ и для кривыхъ 
2-го порядка задача проведетя касательной черезъ данную точку (g, q), 
не лежащую на кривой, приводится къ определенш числа точекъ кри
вой (1), касательная въ которыхъ проходит* черезъ данную точку ( | , ц), 
т. е. къ нахождетю числа паръ значенШ (х, у) удовлетворяющих* си
стеме уравненШ 

F(x,y) = 0 (1) 

( 1 - я : ) ^ + ( 9 - ^ ) ^ = 0 (2) 

Оба уравнетя степени т, но какъ и въ случае кривых* 2-го по
рядка, степень (2) можетъ быть понижена съ помощью (1). Если (2) 
переписать подъ видом* 

UF' + r}Fy-{xF^yFv) = 0 . (2') 

то видим*, что члены >н-го порядка входят* только через* xF'x ~г yFf; 
но съ помощью нзвестнаго свойства однородных* функщи (теорема 
Эйлера) можно показать, что эти члены уничтожаются въ силу уравне
т я (1).—Действительно, левая часть этого уравненш есть сумма одно-
родныхъ функщи отъ х, у нзмеретй т , т—1,...2, 1, 0, — совокуп
ностей членовъ одного измерения въ х, у, такъ что означая Fk (х, у) 
однородную функщю х, у измеренш к можемъ писать 

F (х, у) = Fm {х, у) + F m _ 1 (x,y)+... + F1 (х, у) + F0 

и следовательно, 

/ dF dF \ I dF , dFm л 

• • • 1 V е дх ^ У дуГ 
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Но по теорем* Эйлера 

dF. dFl 

Такимъ образомъ 

xF^ + VFt=r»Fm + (m--l)Fllt_1 + ...+2Ft + l.F1. 

Если следовательно, отнять отсюда 

т F= mFm -f mFm_x - + - . . . + »*^o 
то получимъ 

zFL + yF^-m.F==:-Fm_1-2Fm^-...-(ni-l)Fl — mF0. 

такимъ образомъ (2) приводится къ виду: 

0 = §F'a + nF'y -mF - f F m _ 1 + 2Fm_2 + . . . + {m-l)Fi + mF0 

и следовательно, въ силу (1) можетъ быть заменено такимъ: 

(2") 0 = g F ; + 4F'y + F m _ 1 + 2 F m _ 2 + . . . + ( w - 1 ) F , + w F 0 . 

[При переменныхъ g, »? это и представить уравнете касательной 
точки (1)]. Уравнете (2") уже только степени т—1 относительно х и J/, 
и такимъ образомъ число решешй (1) и (2") есть т (т—1). Кривая 
порядка т будетъ (вообще говоря) класса п=т(т—1). 

При т=2 и т (т—1)=2, но уже при т = 3, и = 6. 
Присутств1е на кривыхъ особеннцхъ точекъ однако понижает* 

классъ кривой: можно показать, (такъ называемый формулы Пдюккера), 
что кривая порядка т, им*ющая d утловыхъ точекъ и г точекъ воз
врата (см. ниже) будетъ класса п = т(т—1) — 2с? — Зг. 

Особенныя точки. 

§ 8. Двойныя точки. Уравнете касательной 

г - * = 2 < х - * ) 

даеть, каждый разъ когда ^ существуетъ и определенно, совершенно 

определенную и единственную прямую; такая точка кривой есть обыкно-
т- йу * 1 

венная. Если ^ обращается въ безконечность, а имеетъ при этомъ 
dx 
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определенное значете, то и такая точка будетъ обыкновенною,—она 
имеетъ касательную, параллельную оси х-овъ: Х = х . Примеръ—вер
шины эллипса, лежашдя на большой оси; уравнете касательной: 

Y — y = — ~(X — x) 
при " 

г / = О, х = r t а 
обращается въ „ 

A z p а — О 

(также вершины гиперболы, лежащая на поперечной оси, вершина пара
болы). Если напрогивъ касательных* будетъ не одна, а бол*ве, или ка
сательная будетъ неопределенна, то точка называется особенною точкою 

кривой. При этомъ, следовательно, — должно становиться неопределея-
Q (XX 

ныыъ выражетемъ вида — или ~ . Если взять 2-й видъ уравнетя кри

вой: F{x, у) = 0, то это приводить къ уаишямъ 

К = 0 1 

Ч - о . 
Случаи, когда F'x и F'y обращаются въ о о , оставимъ въ стороне и оста
новимся на первомъ случае. Равенство 

уже не дастъ при (1) з н а ч е т я ^ . Беремъ отсюда вторую полную произ
водную по х 

F - + 2F- ^ + F" № + F' ^ = 0 . *2 1 x>dx^ Adx)^xy dx2 dx^ »'\dx) 

Если подставить координаты особенной точки, то при конечномъ 
л. 

- ~ послъднЛ членъ отпадаетъ, и остается уравнеше 

F" 4 - 2F" ('• 

которое доставить два значетя для ^ , и стало быть две касатель-

ныхъ, если только не обращаются въ нуль вс* три его коэффициента. 
Такая точка наз. двойною. Смотря по характеру корней уравне

т я (4), могутъ быть три типа двойныхъ точекъ: 
I. Корни (4) вещественны и различны. Услов1е этого: 

F"*—F\ F",> О 
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кривая иагЬетъ двъ различных* касательных* въ такой двойной Т О Ч К Е 

и следовательно перес*каетъ сама себя. Такая двойная точка наз. узло
вой точкой или узломъ. 

1) Пример*, строфоида х (х2-j-У2) — а(хг — у2) — 0 имеет* осо
бенную точку въ начале координат*: 

(рХ = (Зхг + У2 — 2 а х \ = 0 . (Fy\ = ^ х у + 2 a t J \ = 0 • 

Ю 0 = ( 6 * - 2 а \ = — 2« * О, (Fx)f\ = (2у\ = О, 

I T == (2х + 2е0 = 2а Ф О 

и следовательно, (4) имеет* видъ: 

II. Корни (4) могутъ быть равны между собой: 

кривая имеетъ две совпавшш касательная, точка наз. точкою возврата. 
2) Примеръ:—циссоида х(х2-\-у2)—2ау2 = 0 въ (0,0) имеетъ точку 

возврата, ибо 

( F ; ) o = ( 6 x ) = 0 , ( i . - ) o = (2y)o = О, 

и следовательно, (4) приметъ видъ 

III . Корни (4) мнимые сопряженные: 

Кривая не имеетъ касательных*, т. е. не имеет* безконечно-близ-
кихъ к* такой точке вещественных* точекъ. Точка наз. уединенною. 

3) Примеръ — спутница циссоиды (откладываемъ MN=CM на 
продолженш секущей AM—ср. черт. 6): г = 2а sec 6 + 2а cos 8 или 

х (х2 + у2) — 2а (2х2+у2) = 0. 
Здесь снова 

Ю о = Ю = 0 , но ( F ; ) = ( & c - 8 a ) = - 8 a , 

( F i ) = <2у) = 0 , ( f ; ) = ( 2 * - 4 a ) = - 4a 

и такимъ образомъ (4) принимает* видъ: 

Щг.о-
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4) Взаимная связь и появлете того или другого типа особенных* 
точекъ хорошо иллюстрируется на расходящихся параболахъ, которыя 
выражаются уравнетемъ 

ру2 = (х—а) (х—Ъ) (х—с). 

а) Если я , Ь, с вещественны и не равны: я < о < е , то кривая 
состоитъ изъ овала и вт>тви параболическаго типа, уходящей въ без-
конечность: правая часть положительна при я < ж < 6 < с и при я > е , и 
отрицательна при ж < я и при & 0 < с . Особыхъ точекъ НБТЪ. Parabola 
campaniformis cum ovali Ньютона. 

Ъ) Если Ь = с: руг=(х—а)(х—&)'-, 
правая часть положительна (или О) 
при я и отрицательна при а-<я. 
F'x и F' обращаются въ О при г / = 0 , 
х—Ъ. При этомъ (F")=2(a—b), 

( g - t ) = - 2 ( M . F ; 

точк* кривая имт>етъ узелъ въ 
x=-b(a<Cb) parabola nodata. 

с) Если a=b=c, три точки А, В, С, 
совпадают*, петля (А, В) сводится 
къ точк*. 

ш -

Черт. 17—20. 

F=py2— (X—я)8=0. 

F'x и F'v обращаются въ 0 при ?/ = 0, x=b. F^ и F^ также, F^,= 2p: 
точка (я, 0) есть точка возврата (parabola cuspidata). 

d) Если я и b совпадаютъ: F—py2 — (x—я)2 (а;—с) = 0 я < с , 
то F'x и F' равны О при у — О, х — а, а 

Уравнете (4): 

( О - 4 - 2 ( в - в ) 

dy\2 

2(c — a)J

r2p 
Ж-' 

имъетъ мнимые корни, но (я, 0) принадлежит* кривой (parabola punctata). 
5) Жонхоида Никомеда (хг-\-у2){х—a)s — Ь 2 х 2 = 0 им*етъ точку 

(0 ,0) особенною: {F'x\= {F'y)= 0. Такъ какъ ( г ; , ) = 2 ( я ' — 6 2 ) , ( 2 Q = О 
и ( F ^ ) = 2я 2 , то при Ь < я имъемъ уединенную точку, при &=я—точку 
возврата и при by а—узелъ. 
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6) Улитка Паскаля (х2-\- у2— 2ах)3— б 3 {х2-\~ у2) = 0 въ начали 
координатъ имйеть особенную точку, ибо 

О 0 = о и (F,) = 0 . 
При этомъ 

( j p ; } « 8а*- 26», (2Q = 0 , (F;,) - - 2 6 » . 

Следовательно, при 6 < 2 а им^емг узловую точку, при 6 = 2 а точку 
возврата и при 6 > 2а—уединенную точку. 

7) Лемниската (хг~\-у*-{- а 2 ) 2 — 4 а 2 х 2 — а 4 = 0 им^еть въ начали 
координатъ узелъ. 

8) Астроида ( * 2 + у 2 — а 2 ) 3 + 2 7 а 2 а ; : ! г / 2 = = о (или ar"»-f */ 2 / , = а 1") им*-
етъ въ точкахъ— 

ж = ± а , г/ = 0 и х — 0, у= ±а 
точки возврата. 

§ 9. Уравнен1е касательныхъ въ двойной точки. Уравнеше 
du 

пары касательныхъ въ двойной точки получимъ заменяя въ (4) ~ черезъ 
Y—у 
^ . Действительно, если т1 и т а корни (4), то дв* касательныхъ 
имвютъ уравнешя 

Г — у Y—y Y—y Y—y 
— = тл и -= = от, или - = — - — » г , = 0 и — - — * и 0 = О 
Л — х * А.—х - д — а ; * Л — х 

а (4) можетъ быть написано: 

Если замънимъ ^ черезъ , то полученное уравнеше будеть 

удовлетворяться т4ми значешями X, Y, которыя дълаютъ oTHonieHie 
У—у 
X равнымъ или или ш2, т. е. гвми, которыя принадлежать той 

или другой касательной. Итакъ— 

d'2F d2F г)1!? 

öxT^y+^y(X~^(Y-y)+4{Y-y)^° ( 5 ) 

будеть уравнеше совокупности двухъ касательныхъ въ двойной точк*. 



Замйтимъ, что левая часть (5) иредставляегь собою совокупность 
членовъ 2-го измъретя въ разложенш по степенямъ X— х и У— у 
функщи 

F{X, Y) = F[x + (X-x), y + {Y-y)] 

и такъ какъ для двойной точки кривой F{x, у).~ 0 aF'x — О и F" = О, 
то это будеть совокупность членовъ низшаю, измърешя. 

§ 10. Тройныя и вообще вратныя точки. Бели, кроме того, 
для особенной точки обращаются въ 0 и все частныя производныя 2-го 
порядка: 

^ ; = ° ' * ; = о , 

то значешя для такой точки определяются изъ уравнешя 3-й степени 

и уравнеше совокупности касательныхъ будеть 

F ; 3 U - X ) 3 + W;y{X-xY ( Y - y ) + 3 F ' x ; , ( . X - x ) { Y-yf^F'^Y-yf^ О, 
если не все частныя производныя 3-го порядка обращаются при этомъ въ 0. 
Т а и я точки можно распределять на типы, какъ и точки двойныя, въ 
зависимости отъ характера корней (6). теже соображешя могутъ быть 
продолжены, и такимъ образомъ приходимъ къ понятию о точке т-крат-
ной,—для которой обращаются въ нуль все частныя производныя левой 
части уравненш кривой до порядка (ш—1) включительно. 

Четырехлепестный впнчикъ (х- + у2)3—4а-х-у'=0 имеетъ въ на
чал* координатъ че>пверную точку—уравнеше совокупности касательныхъ: 

— 16а 2 X* У* = 0. 

Прямой двулистникъ (х* ~\- у3)'2 — аху* = О 
^иди г = acos 6 sin 8 6) имеетъ въ начале тройную 
точку; законъ его образовашя: AB = a , СВ — 
произвольная секущая черезъ В; проводимъ 
AMLCB, ЕМ\\ AB и НР±АМ. Отсюда АМ= 
= a cos. в, HM = A31cosb, РЖ = ЯМ cos в = 
= AM cos 2 в.-. г = AM— РМ — a cos 9 (1—cos» 6). 

Черт. 12. 
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Прямой трилистникъ: (G. de Longchamps): черезъ начало проводимъ 
подъ угломъ 6 прямую и на нее изъ точки О' ( 0 0 ' = а) опускаемъ перпенди-
куляръ О'М, затъмъ проводимъ MN А_ OK и откладываем* MN = NM', 
наконец* проводимъ M'PJLOM. Точка Р принадлежит* искомому мъсту. 

OM=acos6, ON= 0 -M.cs8=acs 2 e ; 
MN= ONtgb = o s i u ö c o s e ; 

MM''= a sin 29, P J f = a s i n 2 6 . s i n e , 
,]( r = OM—PM=acose—asin6.sin28 

или 
r = a cos 6 (1—2 sin 2 6) 

r* = ar cos 6 ( r s — 2r 2 sin 2 6) 
Черт. 21. (x2 -j- I / 2 ) 2 = a# (а:2 — г/ 2). 

Эта кривая въ начал* координатъ имеет* тройную точку. 
Если кривая задана уравнетемъ в* параметрической форм*, то 

ея особенныя точки могутъ быть получены двоякимъ образомъ. 
1) Угловой коэффициент* касательной въ особенной точке npioöpt-

тает* неопределенный видъ — (или . 
Но 

dy__y[ 
clx X* 

След., должно быть 

§ = ° S = o-
dt dt 

Пример*: циклоида x = a(t — sint), у — а(\ — cos t) . 
Равенства 

ж' = в ( 1 — cos<) = 0 , y=i=asra< = 0 
удовлетворяются при ' ' 

« = 2 Ъ г (А- = 0 , ± 1 , ± 2 , . . 
Для ^ получимъ истинное значете по известным* правилам* 

(dy\ у" coat 
п Р е д - \ ± . = п Р е д - S = пред. 

d x j - " ^ - x s i n < 

При этих* значетяхъ ^ обращается въ с о , но ^ имеет* опре

деленное значете 0 . Касательная одна. Это точка возврата. 
2) Цря двухъ значетяхъ параметра могутъ получиться одинако

вый значетя координатъ. 
Прим*ръ: прямой трилистникъ, если положить y = tx выразится 

уравнешями: 
Х = а(\—П) _at{\—t2) 

( 1 - Н 2 ) 2 ' У ( 1 + * 2 ) 2 " 
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Точка x — Q, у = О получается а) при t — 1 , b) при / = — 1. 
чему соответствуют и два значешя 

Именно 

.1 

= — 4, 
-1 d x k i 

§ .11. Точка возврата второго рода. Точки возврата, примерь 
которыхъ приведены выше, В С Б таковы, что сходящаяся въ этой точк1 
ветви кривой лежать по обе стороны общей касательной. Это точкг 
возврата первого рода (рогообразныя). Но есть еще точки возврате 
2-го рода (клювообразныя),— когда вблизи этой точки обв ветви криво! 
лежать по одну сторону общей касательной. Такую особенность пред 
ставляетъ кривая т(ау—х*р—зР—0 ( а > 0 и1 ' » 
Это точка двойная, ибо 

дЧ? 
dyi = 2ат Ф О 

для ( 0 , 0 ) ; уравнеше пары касательныхъ 2 e m l ' s = 0 
вдвойне взятая ось а--овъ. Рьшивъ же уравнеше от
носительно у имъемъ: 

ау. -X2 4- Ут \ V т) 

Черт. 23. 

При 0 < х < т оба значешя у > О: обе ветви лежать выше общей ка 
сательной оси ОХ. 

§ 12. Кривая 3-го порядка, имеющая особенную точку, ест: 
уннкурсальная. Каждая особенная точка алгебраической кривой, как' 
показалъ Cayley, можетъ быть разсматриваема, какъ эквивалентная извъст 
ному число простыхъ особенныхъ..точекь (узелъ, точка возврата и пр. 

(т—1) (»w—2 
Число ихъ не можетъ превышать известнаго предала; 

(т— l ) (m—1) 
для кривой т-го порядка. Разность между 

1 . 2 
и д-Ьйствн 

тельнымъ числомъ особенныхъ точекъ называется родомъ кривой. Кри 
выя 0-го рода суть уникурсальныя (ихъ координаты могутъ быть выра 
жены рац'юнально черезъ некоторый параметръ). Покажемъ это на крп 
выхъ 3-го порядка. Для нихъ наибольшее возможное число особенных' 
точекъ равно 1. Пусть кривая 3-го порядка имеетъ особенную точкз 
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Тогда прияявъ ее за начало координатъ, приведем* уравнете къ виду 
Ф 8 ( х , у)-\-щ(х, у) = 0 гдъ 9>3 и щ однородные многочлены 3-ея и 
2-ой степени. Положим* у = ix. Въ силу однородности ц>ъ и q>2 получимъ 

x*(p3(l, 0 + ^a9>2 (1, *) = 0 
отсюда 

<jps(l, о д>3(1, t) 

Примъръ: кривая х 3 - | - У 3 ^ Зах'у = 0 наз. листомъ Декарта. Точка 
(О, 0) есть ея узелъ." Полагая y — tx найдемъ 

, 3at Sat2 

1 i-M»' r 1-М8' 

§ 13. Особенныя точки трансцендентных* к р и в ы х ъ . Трансцен
дентный кривыя представляют* значительно большее разнообраз1е осо
бенностей, чъмъ алгебраичестя. 

Во первыхъ, число ихъ особенныхъ точекъ можетъ быть безконечно 
велико. Напримъръ, циклоида 

x = a(t—sin«), у — а{\—cost). 

Каждая точка на оси х-овъ есть особенная: точка возврата. Дей
ствительно, услов1е особенной точки х' = О у' = 0 дает* sin t = О, 
1 — cosf—О, что удовлетворяется при <=• 2fot ( i = 0 , r t 1 , ± 2 , . . . ) . 
Соответственное значете для углового коэффициента найдемъ по общему 
правилу 

Но 

lim 

Ilm (f) = lim ( J ^ L \ = i i m «OL* Ä « , . 
\dx/ \ 1 —es w sin« 

( ш ) = 0 И l i m ( x ~ y ж) ^ l i m a ( < ~ t n g t ) = = — 2 b t a > 

такъ что касательныя будутъ: X = :±7 2fot. 
2) Кривая у3 — х s in 2 х = 0 имеетъ въ каждой точке (</ 0, х=кж) 

(fc = 0 , = t : l , z t : 2 , . . . ) особенную точку при х = кл 

( i ^ ) = (—sin 2 х — 2х sin х cos х) — О, (F^) = (2у) == 0 . 

При том* такъ какъ при x = f o r 

TO«—2**»ТО=0, F L = 2 , 
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уравнение касательныхъ ly*—2for = 0; откуда у' <я=±| /Ля—имеетъ 
два вещественныхъ значетя при к > 0, равныя значетя при Л = О и 
мнимыя при к < 0; и следовательно точка (0, for) 
будеть уединенной при & < 0 , точкою возврата 
при к — 0 и узломъ при к > 0 . 

Но сверхъ того трансцендентный кривыя 
представляготъ и таие типы особенныхъ точекъ, 
какихъ совсемъ нътъ у алгебраическихъ кривыхъ. 

f Таковы 

Черт. 24. 

а) Точна прерыва (или лучше пре
сечения): ветвь кривой оканчивается 

"* въ точке. Приагвръ такой особенности 

представляетъ кривая у =? е * : одна 
изъ ветвей (соотввт. а ; > 0 ) оканчи
вается въ точке (х = 0,/у = 0). 

Черт. 25. 

о) Точка излома (p. saillant): две различныхъ касательныхъ, но 
каждая ветвь лежить, какъ въ точке возврата, по одну сторону нор

мали: аналитически это значить, что lim 
f(a-\-h)—f(a) 

ложительнаго и для h отрицательнаго; говоримъ: 
правая и, левая производныя различны. Такъ, 
если 

f(*) = — ^ Т - , то /(0) = 0 . 
1 -±ех 

fie)-f(O) 

Черт. 26. 

1 

1 -

lim 
1 •О 

lim 
+ о 

= 1. 

1 
= 0 . 

Подобнымъ образомъ, если возьмемъ 

у = х. arctg (^\ , то /(0) = 0, / («) = «. a r c t g 1 1 

и потому 

/ (*) — / ( 0 ) - a r c t g ф 

ItaUSkz®' а lim / » - / ( ° > . я 
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• 7у Точна раздвоежя (указанная физикомъ Plateau),—гд* ветвь 
кривой раадвояется. Для того, чтобы получить примъръ, можно къ у въ 

уравненш кривой, • имеющей двойную точку, придать, наприм*ръ: е~* . 
Такъ сдЬлаемъ съ декартовымъ листомъ, получимъ: 

0 + в " " ) = О. Ъах \y-\-e 

Пусть ордината для декарто-

ваго листа ух, а для у — е * пусть 
ордината у2, тогда у = у1 — у2. 
Вблизи начала вътвь, соответству
ющая отрицательнымъ х, удаляется 
въ безконечность. На чертеж* пунк-
тиромъ начерченъ листъ Декарта, 
сплошною—2-я кривая съ точкою 
раздвоешя въ начал* координатъ. 

Черт. 27. 

§ 14. Асимптоты. Если дв* кривыя y=*f(x) и у = ср(х) таковы, 
что разстояше между точками ихъ безиредвльно убываетъ по мйрв уда-
лешя по уходящимъ въ безконечность ихъ вътвямъ, то говорятъ, что 
одна кривая асимптотически приближается къ другой: Считая разстоя-
шя по ординатамъ, выразимъ аналитически услов1е асимптотическаго 
приближетя 

lim [f(x) — qp (х)] = 0 ' (1) 

Если одна изъ взятыхъ линШ—прямая (т.е. напр. <р{х) = тх + h), 
такъ что 

lim [f(x) — тх — h] = 0 (2) 
а;=со 

она называется прямолинейною асимптотою или просто асимптотою 
для кривой у = 1 (х). 

Если кривая y = f{x) имъетъ ветви, уходяпця въ безконечность 
(таковы, напримвръ, алгебраичесия кривыя нечетнаго порядка), то можно 
поставить задачу разыскашя ея асимптоты. 

По известному свойству пределовъ: 

lim (у — тх — h) = lim (у — тх) — h. 

file:///y-/-e
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Jim (у — •»*#) = lim х j - — т 1. 

Чтобы зтотъ предт>лъ былъ величина конечная, второй множитель 
долженъ им*ть пределъ, равный нулю,—т. е. 

lim | ^ | = m . (4) 

Итакъ прежде всего находимъ угловой коэффищентъ асимптоты 
по (4), ä затемъ подставляя найденное значете т въ (3), находимъ h . 

X 

Примеръ 1. Кривая у — b. е " имеетъ ветвь, уходящую въ безко-
нечность при возрастающих* х (а > 0). Ищемъ: 

l i m ^ = - * ( l i m e - 3 ) = 0 
и следовательно, 

х 

h = lim {у — 0.x) — lim be " = 0 ; 

такимъ образомъ асимптотою будетъ ось х-овъ. 

Примеръ 2. Кривая y = b. arctg имеетъ рядъ безконечныхъ 

ветвей; 

,. (у\ ьг

 arctg© 
lim - = - lim — — • 
Х—СО & XZZCQ I_\ 

\a) 

2k + 1 . Ч и с л и т е л ь = — ^ — л — в е л и ч и н а конечная, следовательно, 

»i = 0 ; A = lim у = *. lim a rc tg f f | = ( 2 £ - j - l ) * o . 

Такимъ образомъ асимптотами является рядъ параллельныхъ оси 
х-овъ црямыхъ 

у = № М { = 0 - 1 , ± 2 , . . . ) . 

Такимъ образомъ свободный членъ въ уравненш асимптоты опре
делится изъ равенства 

h — hm (у— тх). (3) 
Но 
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Заметимь. что по правилу нахождения истинного значетя неопре-
двленныхъ выраженШ 

» = l l m ( f ) = U n > ( | ) (5) 
а:—со \»*7 х—со \UJ>J 

т. е. направление асимптоты совпадаетъ съ направлешемъ, которое со-
отвъ"гствуетъ предельному значению, принимаемому угловымъ коэффищен-
томъ касательной, когда х и у обращаются въоо. 

Но касательная въ безконечно-удаленной точкв получится, если 
въ уравненш 

(dy\ 
^ \dx 

перейдемъ къ пределу ж = о о , — т . е. если 

то 
Y = тХ - j - h 

будеть касательной въ безконечно-удаленной точке. Но выше мы имели, 
что для асимптоты 

h — lim (у—тх) = lim (у — х . lim {^f)\. (7) 

Итакъ если пределы (ß) в (7) совпадают^, асимптота и есть 
касательная въ безконечно-удаленной точке. 

Но первое опредвлете несколько более общее: касательной въ 
безконечно-удаленной точки можетъ и не существовать, и кривая твмъ 
не менее можетъ иметь прямолинейную асимптоту. 

Возьмемъ кривую у = ^-^-. Ддя нея асимптота существуетъ въ 

первомъ смысле,—ибо 
,. (у\ ,. Cosa; 
hm - = h m — ^ - = 0 

x—rx>\X I я—со X 
И 

lim(#—0 . ^ l i m ^ ^ o 
x = c o ar=co X 

асимптотою служить ось х-ожь, около которой кривая представляеть такъ 
сказать рядъ затухающихъ колебанШ,-- амплитуда которыхъ убываетъ 
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съ возрастатемъ абсолютной величины х,—и которыя заключены между 
ветвями пшерболъ 

1 1 
у = - и г/ = . 

х х 

Въ тоже время касательной определенной въ безконечно удален
ной точке кривая не имеетъ: хотя 

1- №У\ 1- — x s m x — cos х 
l m Ш = h m х* = 0 

НО 
dy „ cosar , . 

у—х — = 2 \- sm х 
dx х 

COS X 
не имеетъ для ж = оо определеннаго предела,— ибо lim = 0 , но 

sin а; для х — со величина неопределенная между —1 и + 1 . 

§ 15. Асимптоты алгебраических* кривыхъ. Если кривая дана 
алгебраическая, то ея асимптоты определяются следующимъ образомъ. 

Какъ упомянуто выше, для асимптоты и для кривой lim ( - ) долженъ 
X—QO \Х/ 

быть одинаков*. Но уравнете кривой можетъ быть написано 

0 = JF(*, y) = FJx, y)-\-FH_l(x, у ) + . . . + ^ ( а - , J,) + F 0 j 

где Ft (х, у) однородный относительно х я у многочленъ степени А-, и 
следовательно 

f ) = * V . ( f ) 
такъ что уравнете кривой приметь видъ: 

(8) 0 = х" <рп ( | ) + д Г ' ( ! )+• • • + - Л (|) + * 

Разделяя на х н имеемъ 

0 1 0 = , . ( | ) + | ^ , ( | ) + . . . + ^ Л ( | ) + ^ о 

Полагая здесь х = оо и означая lim {-1 = m, приходимъ къ 

уравненш для т: 0=фЛ{т) (9) 
з 

„3*нсм И м п р л т . Х*;м. увшмр." 
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Для определешя коэффищента h асимптоты замътимъ, что по ея 
уравненш 

у . Ь 
х 

Подставляя это значеше въ (8) и раскладывая <рк\т-\--j га> 

степенямъ приращен1я ^ , найдемъ: 

О = # > „ (w) + [W, («) + («И + 
(10) + у» ( m ) + ^ ( , и ) _|_ ^ (m)J + . . . + 5Р0. 

Подставимъ вместо т одинъ изъ корней уравнешя (9). Тогда въ 
силу (9), по раздБдевли на ж " - 1 (10) приметь видъ 

О = [к<р'я(т) + <ря^(т)] + < ( ж ) + fcg^,(«)] + 

+ 5 « [ г Х з ( w ) + О ( w ) + h ( p '»- 2 ( m ) + ( w ) } + ' • • + ^ r ° " 

Переходя къ пределу: ж = о о , получимъ уравнеше для определешя hz 

9. , (»») 

К (« ) + ( « ) = 0 ••• * = -

Такимъ образомъ найдемъ для каждаго вещественнаго корня (9) 
соответственное значеше h. Если корень т двойной, и при этомъ 
#n- i * 0 ' т о асимптоты не существуетъ. Если же для этого двой
ного корня и ф п _, (т) — 0, то для определешя h обращаемся къ сле
дующему уравненш 

h2 

У72 < ( « ) + i«) + <Р„_2 Н = О 
и т. д. 

Прим*ръ 3. Листъ Декарта: ж» + у* — Заху == 0. Здесь п — 3. 
(fs (»0 = 1 + » » 8 = 0 имеетъ одинъ вещественный корень т = — 1 . Со
ответственное значеше fc=-Z^^L==_a. Итакъ асимптота: 

«/- ( -ж-}-а = 0 . 
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4. Кривая 2у°—Ьхуг-\-х&= О даетъ: уь (т) = 2m 5-f-1 = О, един

ственный вещественный корень котораго т = ~; <р,(т) = 0 и сл*д., 
j 2 / s ' 

& = О, такъ что асимптота: у = . я . 
* 2 1 / 1 

§ 16. Асимптоты, параллельный оси //-овъ. Предыдущей раз-
боръ не коснулся того случая, когда асимптотою является прямая, па
раллельная оси у-овъ,—ибо въ этомъ случав ея уравнете не можетъ 
быть написано въ вид* y = mx~\-h. Для распознавания такихъ асимп
тот* надо прибегнуть къ уравненш 

х = пу - j - к 
и искать 

Н ш ( — ) = п и k = \ira(x — ny). 

COS X 
Такъ для кривой у = находимъ 

и 

такъ что ось у-овъ будетъ такою асимптотою. 
Для алгебраическихъ кривыхъ, которыя можно изобразить урав

нетемъ 

(11) у > (х) +у-1р1 (*) + . . . + * . С*) = О, 

подобный асимптоты определятся изъ уравнетя 

(12) V{x) = 0, 

ибо какъ известно изъ алгебры, если въ уравнении и-ой степени, коэф-
фищентъ при высшей степени неизвестная) обращается въ 0, одинъ 
изъ корней уравнетя обращается въ безконечность и такимъ образомъ 
безконечно удаленная точка каждой изъ прямыхъ (12) будетъ принад
лежать кривой (11). 

Примеръ 5. Циссоида Дшклеса: х(х* + уЬ— 2ш/2 = 0 даеп. 
ф(х) = х— 2а и следовательно х — 2а = 0 будетъ асимптотою. 

6. Спутница циссоиды у1 (х — 2а) -\-х3 — 4аа;2 = 0 также им*етъ 
асимптоту х — 2а = 0. 
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7. Строфоида: у2 (х — 2а) + х (х — af — О также х — 2а = О. 
8. Конхоида уг (х — а) 2 + хг [(х — а ) 2 — Ь2] = 0 им*етъ асимптоту 

а; — а = О. 

§ 17. Асимптотичесюя точки. Кривая можетъ приближаться 
безлредельно и къ точке, двлая около нея безчисленное количество все 
стягивающихся оборотовъ. Примеры подобнаго рода точекъ удобнъе 
всего получить въ кривыхъ, заданныхъ уравнешемъ въ полярныхъ ко-
ординатахъ. 

Такъ полюсъ будетъ асимптотическою точкою для гиперболиче
ской спирали (r.b — a), для Lituus Cotes'a (г2е = а) , для кохлеоиды 

/sin 6\ 
а — - и т. д. 

§ 18. Выпуклость и вогнутость. Точки перегиба. Кривая 
y — f(x) можетъ обращать къ прямой линш или выпуклую сторону свою 
или вогнутую. Разсмотримъ аналитичесюе признаки выпуклости по 
отношенш къ оси х-оъъ. 

1. Пусть у > 0. Если дуга AB 
обращена къ оси ОХ выпуклостью, 
то угловой коэффшцентъ касатель-

du 
ной, т. е. ^ = /'(:r)i П Р И переход* 
отъ А къ В возрастаешь, переходя 

л . . . . . .... отъ отрицательвыхъ аначенШ къ по-
'^^Z-^S, й * Л О Я Ш Т Е Л Ь Я Ы М ' Ь - Сл*д„ у = / " (х) > О 

въ тъхъ же пред*лахъ. Кривая 
отдъляется касательного отъ оси 

77 «о ж-овъ. 
Черт. 38. 

2. Пусть у < 0 : кривая обращена къ оси ОХ выпуклостью, но 
лежитъ ниже ея. При переход* отъ А къ В у' убываетъ, переходя отъ 
положительныхъ значетй къ отрицательнымъ, следовательно, у" < 0. 

Въ обоихъ случаяхъ 
У-У'>0. (1) 

Касательная въ обоихъ случаяхъ отд*ляетъ кривую отъ оси а>овъ. 
Если же кривая обращена къ оси ОХ вогнутостью, то наоборотъ при 
у>0 у' убываетъ и следовательно у"<0. при у < 0 у' возрастаете 
и следовательно у" > 0 , такъ что 

УУ" < 0 . (2) 

Кривая лежитъ между касательной и осью х-шь. 
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Если бы определяли выпуклость или вогнутость относительно положи
тельная) (или отрицательнаго) направлеюя оси OY, напримеръ, то надо 
было бы обращать внимате только на знакъ у",— которая въ одина-
ковыхъ съ этой стороны случаяхъ I е и 4° удовлетворяетъ неравен
ству: у" > 0, а въ случаяхъ 2° и 3° напротивъ у" < О. 

Точки, служащщ границею между выпуклыми и вогнутыми (отно
сительно оси ОХ или положительнаго направлешя оси OY) частями кри
вой, должны поэтому характеризоваться услов!емъ 

/ = о . (з; 
Т а и я точки называются точками перегиба. Въ нихъ кривая пере

ходить съ одной стороны касательной на другую. 
Примерь 1. Кубическая парабола а2у=х(х2—б2) 

имеетъ въ начал* координатъ точку перегиба; ибо 

а2г/= Ъх2— 6 2 Ф О, а у" — —j обращается въ О при 
аг = 0. а 

2. Parabola campaniformis cum ovali 
ay2 — x (x* — а2) имеетъ две точки перегиба на Черт. 29. 
безконечной ветви, которыя найдемъ такъ: беремъ производныя: 2ayt/— 
= 3я 2 — a 2 , 2ay'2j

r2ayy"=6x. 

( Ъх\'/г 

— ) и следовательно 
a j 

2ау j / — = Вх2—а2; исключая у съ помощью уравнения кривой, полу 

чимъ для х биквадратное уравнете 

12х2(х2— а?) — {Ъх2— о 3 ) 2 или З а ; * - - 6 а % 2 — а < = 0 . 

Отсюда 

или 

отбрасывая мнимые и отрицательные корни; соответственно 
V2 

y2 = ij=a* ( 1 + У З ) . 
у з 3 

Когда кривая задана уравнетемъ, не решеннымъ относительно 
F(x, у) = 0, то удобно представить yciOBie У = 0 въ иномъ вид1 
Первая и вторая производныя (полныя) по х отъ левой части уравя* 
Н1я, приравненныя О, даютъ съ помощью у ' = 0 

К+У'К = °- F * + 2 у ' К -г y"F»-=0• 



Исключая отсюда у\ получаемъ искомое соотношеше, которому 
должны удовлетворять точки перегиба. Оно можетъ быть написано: 

К. {Г/ - 2F"ty. f ; . F'X - f f ; . (f; »2 = о 

если предположить (F'v) 2 ф 0 . 
Въ вид* определителя это ycioeie напишется: 

(5) F" 

F" F' 
ху X 

F" F' 

F' F' 
X ff 

Это уравнеше степени Зп—4, но подобно тому какъ степень 
уравнешя касательной относительно координатъ точки прикосновешя 
можетъ быть понижена съ помощью уравнея!я кривой, и ЗДБСЬ можно 
понизить съ помощью (4) степень (5) на 2, заменяя F'x и F' черезъ 

- ^ [ ( m - i ) r - Z F I - y F j и - L - ^ - i ) ^ - ^ ; - ^ ; ] 

такъ что останется уравнеше степени 3(и—2). 
Такимъ образомъ число точекъ перегиба кривой порядка п равно 

вообще говоря Зп (п—2). ' 
Но (5) удовлетворяется координатами особенной точки, которая не 

будеть вообще говоря точкою перегиба, и можно показать, что если 
кривая имветъ d двойныхъ точекъ и г точекъ возврата, то число ея 
точекъ перегиба равно 

Зи(«—2) — %d— 8г. 

§ 19. Длина дуги плоской кривой. Элементъ дуги. Поняпе о 
длин* дуги н*которой кривой можно получить, если представить себ* 
гибкую нерастяжимую нить, которая приняла форму н*которой кривой 
лиши. Тогда натянувъ эту нить получимъ прямую, длина которой и 

представить длину дуги. Поэтому и во
обще опред*леше длины дуги называется 
ея выпрямлетемъ. 

Опред*леше длины дугь кривыхъ 
относится собственно къ интегральному 
исчислент, зд*сь надо дать только пред-
ставлеше о немъ. 

* Пусть AB дуга кривой у = Дж) (1) 
не содержащая особенныхъ точекъ и то-Черт. 30. 
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чекъ перегиба и имеющая въ каждой точки определенную касательную. 
Проведя въ концахъ дуги касательный, получимъ ломанную АЕВ, а 
соединяя концы прямою,—хорду AB. Очевидно, 

ХВ<АЕ^-ЁВ. 

Возьмемъ между А и В на дуг* точку С, и соединимъ ее пря
мыми съ А и съ В . Тогда ломанная АСВ более прямой А В, но какъ 
объемлемая менъе АЕВ, т. е. 

AB < l C - f ÜB < А~Е+ЕВ. 

Подразделяя снова дуги А С и СВ и точки дълешя соединяя съ 
А я С, съ С и В получимъ новую ломанную, перииетръ которой будетъ 
больше периметра предыдущей ломанной и меньше АЕ + ЕВ. 

Продолжая эту операцш далее и измеряя каждый разъ периметръ 
ломанныхъ, мы получаемъ безконечный рядъ чиселъ 

s0 = A~B, S l = ÄC+CB, ... 

возрастающихъ, но остающихся меньше постояннаго числа, выражаю-
щаго мъру AE-j-EB. Эготъ рядъ чиселъ долженъ иметь лределъ, ко
торый и называется длиною дуги AB. 

Последняя представится при этомъ, какъ предълъ периметра впи-
саннаго многоугольника, число сторонъ котораго безпредъльно возрастаете, 
и каждая сторона безпред*льно уменьшается. Отдельная сторона, отдель
ное слагаемое этой суммы и называется элементомъ дуги и обознача
ется ds. Если принять, что концы этой безконечно-малой хорды имеютъ 
координаты, отдичаюпцяся на dx и dy, то 

ds^dx' + dy*. 

Если взять начало А дуги определенное, а конецъ В изменять, 
то будетъ изменяться и длина дуги: 

s = (3) 

и стало быть обратно х, а следовательно по уравненш кривой и у 
можно разсматривать, какъ функщю длины дуги s; такой выборъ вспо
могательная) независимая) перем*ннаго иногда оказывается весьма по
лезны мъ. 
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Что касается до самаго определешя вида функцш Ф(х) въ зави
симости отъ (1), то это относится къ области янтегральнаго исчисления. 
Зд*сь достаточно сказать, что въ силу (2) Ф{х) такова, что 

или 

* W - 5 = / ' + ( ! ) • 

Съ помощью этой последней формулы можно разрешить вопросъ, 
имеющш значеше въ геодезш при вычисленш длины пологихъ дугъ. 

$ 20. Разность между дугою и хордою для конечиыхъ дугъ. 
Если х абсцисса начала А дуги, а х-\-Дх—конца ея В, то длина дуги 

= Ф (х -\- Дх) — Ф (х), 
а хорда 

АВ — 1— У{Дх)2 + (ДуТ2 = dx\/l-\-

Но по строк* Taylor'a 

Ф (х + Дх) — Ф (х) = Ф' (х) Дх-\-\Ф" (яг) Дх* + \ Ф'" (х) Дх* :.. 

(мы ограничимся въ дальнвйшемъ 3-ею степенью Дх). Притомъ 

« ' (^Vbfy i ; отсюда Ф " ( х ) # " ' ( * ) = 

съ другой стороны 

Ду = у'Дх^\у*Дх* + \у'"Дх*-\-... 

и следовательно 

въ разложеши мы ограничимся также 3-ею степенью Дх, и потому мо-
жемъ писать: 

1 = Дх(1+ у'*+ у'у"Дх + ( i + i j , y » ) , . _у* 

или если вынести ^ 1 + У 2 общимъ множителемъ 
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24 
съ тою же точностью. 

Такимъ образомъ эта разность есть величина 3-го порядка отно
сительно Ах. 

Эту формулу можно переписать, вводя радаусъ кривизны (см. § 22). 

или заменяя Ах на dx: 

§ 2*. Элементъ дуги въ нолярныхъ координатахъ. Если вер
немся къ черт. 14 (стр. 16), то найдемъ 

Но 
г sin z/O, M'N=r-\- Ar — r cos Je 

- 2 4 9 

или заменяя sinzfe его разложейемъ и 1 — cos Ab = 2 sin - у , 

получимъ: 
г ^ e - j ^ - g j ; W = J r -f- 2r . sin» у . 

раскладывал выражеше въ скобкахъ по формул* бияома, найдемъ 

(остальные члены содержать Ах% и высшш степени Ах, и потому мы 
ихъ опускаемъ. 

Такимъ образомъ 

v ™ ^ 2 \24 Vl-\-y* 8 (1+У»Г А / 

съ точностью до безконечно-малыхъ 3-го порядка включительно. 
Взявъ разность, получимъ: 

( ~ | б - ( 1 + г / ' 3 ) * / 2 24 ' ^ Г + 7 а " ^ ( l + y ' T ' J ~~ 

1 V" Лж 3. -
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Ограничиваясь степенями безконечныхъ малыхъ Ль и Ar до 3-го 
порядка, получимъ: 

MN,!> = (r. Дб)г-\-(Дг)\ 

или заменяя безковечно-малыя величины ихъ главными частями 

ds3=r2db2 + dr2. 

Къ тому же результату придемъ, замътивъ, что при 

имвемъ: 
x = r c o s 6 , t/ = r s i ne 

dx = — г sin ed6 -f- cos 8 . dr 

dy — r cos öde - j - sin bdr. 

Возвышая въ квадратъ и складывая получимъ 

dx2-\-dy2—db2 [г 2 sin 2 в - f г2 cos 2 6] -f- 2dbdr [— r sin 6 . cos 9 + r cos 8 . sin 8] -f-
+dr2 [cos a 8 + sin 2 6] == r2 db2 + dr2. 

% 22. Кривизна кривой. Рад1усъ кривизны. Изъ круговъ, ка
сательныхъ въ одной и той же точке М къ некоторой прямой, тотъ, 

который имъетъ наибольшей рад1усъ, 
примыкаетъ ближе къ прямой, и чвмъ 
радаусъ меньше, тъмъ резче отклоне-
Hie. Можно поэтому принять за мъру 
кривизны дуги круга величину, обрат
ную его рад1усу. Такое опредвлете не 
можетъ быть однако непосредственно 
распространено на друпя кривыя, не 
имъюшдя ничего подобнаго рад1усу 

Черт. 31. круга. Можно, разумеется, взявъ не
большую дугу кривой и три на ней точки А, В, С, (черт. 32 (провести черезъ 
нихъ дугу круга, и рад1усъ этого круга можетъ до некоторой степени 
характеризовать кривую. Но если сближать точки 
А, В, С, то радусъ будеть меняться, и тогда 
предельное его значеше, когда А, В и С сольются, 
можно принимать за характерную для кривизны ( • 
кривой величину. „ 0 

г • Черт. 32. 
Удобнее однако этотъ переходъ пределу совершить не прибегая 

первоначально къ кругу, проходящему черезъ три точки кривой. Обра
тимся снова къ черт. 31 и отъ точки М отложимъ одну и туже дугу s. 
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( ^ J l M ^ w Л M I , ) . Если а, а', а" стягиваемые этими 
дугами центральные углы и г, г' г" соответственные раддусы круговъ, то 

s = «r = a V = a V ' . . . 
такъ что 

1_ = « 1 _ а' 
т s 1 г' - S ' 7'~ 7 ' 

т. е. за миру кривизны можно принимать въ окружности отношение стя-
гиваемаго дугою центральнаго угла къ длин* ея. Заметивъ, кроме того, 
что этотъ уголъ равенъ углу между касательными къ окружности въ кон-
цахъ дуги, можемъ принять за Mipy кривизны дуги круга отношете 
угла между касательными въ концахъ дуги къ длингь ея. 

Последнее определете непосредственно применимо ко всякой кри
вой, имеющей касательную, съ тою лишь разницею, что при измененш 
величины дуги въ круге, это отношете не меняется: оно постоянно об
ратно рад1усу; у кривой же, отличной отъ круга, это отношете будетъ 
изменяться съ изменетемъ величины дуги и ея положетя на кривой. 

__. . /_ВСА< „ 
Поэтому отношете ^^JA будемъ называть средней 

мпрою кривизны дуги кривой AB, а, предплъ, къ кото
рому стремится это отношете, когда В стремится къ А 

Черт. 33. истинною мпрою кривизны (или просто мпрою кривизны) 
кривой въ точк* А. Уголъ ВС А' между касательными въ точкахъ А 
и В называется угломъ смежности. Итакъ мтрою кривизны кривой въ 
ея точкп А называется предплъ отношенгя угла смежности ВСА' къ 
длить дуги AB, соответствующей этому углу. Взявъ безконечно малую 
дугу кривой, можемъ заменить ее дифференщаломъ дуги ds, а уголъ смеж
ности дифференщаломъ угла касательной къ кривой въ А съ осью 
х-овъ. Такимъ образомъ мера кривизны 

* = $ = 
d . a r c t g ( | ) 

или 

К--

ds ds 

d-^dx 
1 dx'- dx 

d>ydx dl4 

Величина, обратная мере кривизны, наз. радаусомъ кривизны. 
Какъ увидимъ, это есть именно рад1усъ круга, проходящаго черезъ три 



бвзконечно-близкш точки кривой. Если кривая задана уравнешемъ въ 
параметрической форме, то 

Лу__У_ &у _ху" — у'х" 
ах х'' ахг х"л 

и следовательно 
1 ± ( ^ + f f i ( 3 ) 

К ху ~ух 

Если въ частности за независимое переменное принята дуга, то 

< 2 + 2 / » 2 = 1 и *'.*'. +У',У". — ° 
поэтому 

и (3) принимаетъ видъ 
1 

R — 

Если кривая задана уравнея!емъ въ полярныхъ коордянатахъ 
r=(f>(6), то для нея уголъ смежности равенъ приращению угла каса
тельной съ- полярной осью, который равенъ (6 -f- гр), если 6 — полярный 
уголъ и »/> уголъ касательной съ полярнымъ радеусомъ векторомъ. Поэтому: 

f)s 

Но 
г' 2—гт" 

+(?)' 
и такимъ образомъ 

(2) — г ' 2 —/г" ^ZL г / л. 2г'*' 
rfe -f- rfe — — — -

r 2 - j - r 

§ 23. Примеры. fJoHHTie о внутреннее (натуральномъ) уравненш 
кривой. 

Цримеръ 1. Рад1усъ кривизны эллипса уравнеше эллипса возьмемъ 
въ параметрической форм*: 

х—a cost, y = bsint. 
Тогда: 

* ' a - r - y 3 = « s s i n ä f + 6 2 c o s 2 t = 6 » 4 - ( a : ! — 6 2 ) s m 2 * ; x,y"—y,x"=zab; 
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радгусъ кривизны имеетъ наибольшее значете ( = ^ ) въ вершинахъ, 

ложащихъ на малой оси ~, ~-~) i и наименьшее ( = въ вер

шинахъ на большой оси (< = 0 , я). Сопоставляя выражете 

„ _ ( a 2 s i n 2 < - f б 2 cos 2 tf> 
К ~ аТГ 

съ выраженшмъ для нормали 

N = bsiüt(l + (^И)2\~ 1 (а3 sin» t+ b* cos 2 tf* 
\ \a sm V ) av 1 

имъемъ В = - g j - , или если ввести параметръ Р = ~ эллипса, В = — 

2) Ц4пная линш * _ * 
(е'+е \ 

Здесь 
1 - - - - If"А- р ' х г 

••-(«•-е • ) , 1-Ьу" = ' 

1 * _ Х * * 

отсюда ds = ~{е*-\-е a)dx и следовательно, s = a(e«—е
 a ) - f - C До-

бавочяая постоянная С равна О, если примемъ за начало дугъ точку 
съ наименьшей ординатой (ж — О , s = 0); 

Сравнивая съ выражетемъ для s , имеемъ: JB = o-{- — • 

Подобный соотношения между рад1усомъ кривизны и длиною дуги 
кривой, независящая отъ выбора системы координатъ, носятъ яазвате 
енутренняго уравнетя кривой (или натуральнаго-^иаиоп intrinseque ИЛИ 
natürliche Gleichung). Ср. книгу Е . Cesäro Lezioni di geometria intrinseca. 
Мы приведемъ еще только несколько примеровъ. 

3) Циклоида. 
x = a{t—ami). у = а(1—cost). 

Составимъ 
I 

х'* + у1* = а? [(1 — cos tf + sin* i] = 2a 2 (1 — cos t) = 4a* sin 8 ^ 
B t 
x'y"—y'x"=a2 [(1 — cos 0 cos t—sin* t] = — a * (1—cos Щ = — 2а3вт^. 
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Такимъ образомъ 

( 2 а зЧУ . t 
Л = -1 — = 4а s m ^ . 

2а 2 s i n 3 -

Отсюда построеше радауса крививны: соединивъ точку М циклоиды 
съ точкою прикосновения D катящейся окружности и оси каташя, имвемъ 

MB = 2а sin i . - . R = 2MB = MF. 
to 

Далъе изъ 

ds = -\- 2а sin ^ dt 

выводимъ 
' s = — 4а cos - + С 

Уери». 34. 2 

и С = 4 а , если за начало дугъ примемъ низшую точку циклоиды ( s = 0 
при * = 0). Такимъ образомъ между s н R существуетъ зависимость 

(s—4а)2 + К* = (4а) 2. 

4) Для эпициклоиды 

х—г ( и + 1 ) cos и—г cos (» 4-1) м; у—г (и-f-l) sin м + r sin (»-f-l) м > 

гдв г—рад1усъ катящейся окружности, пг—неподвижной, находнмъ 

4 г ( « 4 - 1 ) . / я 4 - 2 \ / » + 2 \ 

полагая, что при м = 0 и s = 0 . 

й = 4г—!—cos —'— и. 
п \ 2 

Положивъ для простоты 

4г (»4 -1 ) , 4 ( и + 1 ) г 
- ^ 2 - = " ^ п 

найдемъ внутреннее уравнеше эпициклоиды ^ ? + ^ 2

= = 1 - С л У ч а й а — 6 = 4 г 

соотвътствуетъ п—со—тогда получаемъ обыкновенную циклоиду. 
5) Логариемическая спираль r = aem (*. Здъсь г' = отг, r " = m 2 r , 

г 1 
поэтому R — ryi + m". При этомъ tgw = — = — и слъд., » = Const, 

г т 
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R — r-.smip; такъ какъ притомъ ds = d e . r j / l - f - m 2 , т о считая начало 

дугъ отъ 6 = 0 получимъ s = - f •, т. е. R = ms будетъ внутрен

нее уравнете логариемической спирали. 
Значев1е внутренняя) уравнетя кривой видно изъ следующего 

преддожетя: для того, чтобы двгь кривыя могли быть совмтьщены пу-
темъ перемпщенгя (какъ неизменяемый системы), отъ должны иметь 
одно и тоже внутреннее уравнете,—або при ВСБХЪ подобныхъ перемъ-
щетяхъ и радаусъ кривизны и дуга остаются безъ измънетя. 

S. Lie показалъ далее, что всъ дифференщальные инвар1анты 

группы движенШ плоскости (т. е. функщи отъ х , у, dy 
dx' которыя 

не изменяются яри всевозможных* леремБщешяхъ кривой въ ея пло
скости) выражаются черезъ 

dR dm 
В, ds ds* 

(Ср. G. Scheffers. Anwendung d. Differential- u. Integralrechnung auf 
Geometrie В. I. Ab. I § 8 ) . 

§ 21. НрикосновенЛе плоскихъ кривыхъ . 
Определение. Двгь кривыя (С) и (С) имгыотъ въ общей точюъ Ы 

прикосновенге п-го порядка, если взявъ на одной точку М' въ соседстве 
точки М и проведя черезъ нее произвольную у 
прямую, не параллельную касательной въ М 
къ другой кривой, и встречающую эту по
следнюю въ М", получимъ, что разстоянге 
М' М" порядка {п-\~1)-го относительно ММ'. 

Чтобы получить аналитически при
знак* прикосноветя некоторая) и-го по
рядка, примем*, что кривая (С) задана урав
нетемъ F{x, */) = 0 , а (С) уравнен!ями 

x=<p(t), y = ip(t) 

и пусть М имеет* координаты # 0 =д> ( t 0 ) ,у 0 =ц>(Q, причем*F(x 0 , y o )=0. 
Координаты М' пусть х1 ух, соответствующая значетю t=tt. Если 

М'M" = d и косинусы углов* М'М" съ осями означимъ X, у, то коор
динаты точки М": х = xt - f Id, у = уг + и.d; оне удовлетворяют* урав
нению кривой ( С ) : 

F(Xl + M, y1-\-ud)=0. 

Черт. 33. 



— 48 — 

Раскладывая по строки Taylor'а, получимъ 

(1), F(*i, yi)+d(XFx< + HF'Ut) + <F2=0. 

Точка fo, уг) взята въ соседстве точки (а^, у0), для которой 
F(xo, У о ) ^ 0 - Поэтому F(xt, yt) величина малая, н lF^ + fiF^ 
мало отличается отъ своей главной части Я ^ о + pF'fh, которую мы 
предположили неравною нулю; равенство (1) пока8ываетъ, что ниэппе 
члены, которые должны взаимно уничтожаться, получаются отъ F(a ; x , У 1 ) 
и отъ d (XF^+ftF^). Если гл. ч. {IF'^ + pF',) ие равна нулю, 
d и F(xx уд должны быть одного порядка. Но по опредвлешю d должно 
быть (n-f-D-ro порядка относительно ММ' = \/(xi—#0)2+(yi—уоУ, глав
ная часть котораго есть ( < х — 1 0 ) У х ' + у ' 2 . Итакъ для прикоеновенгя п-го 
порядка F(xi, ух),—результатъ подстановки въ уравненге кривой (С) 
координатъ точки кривой ( С ) , близкой къ общей точкп>,—-должно быть 
(и + 1)-го порядка относительно разности \—10 значенш параметра, 
соотвптствующихъ точкамъ Ми М'. 

Замътимъ, что F{xx, уг)= F[<p(h),p(h)] = Ф^), что можно 
представить, замвнивъ tt — t0 -f- (<i —1 0) и разложивъ по степенямъ t{—10: 

* & + f t - W ] = ^ « + # 4 t t f t - W + . • • + Ф < и + 1 Ч ^ о ) 1 ^ 1 ~ У ^ ' 1 ) + • • • 

Для того, чтобы это выражен1е было порядка п -(- I относительно 

(к — <оХ должны имъть место равенства: 

Соприкосновеше м-го порядка требуетъ выиолнешя jcioeift. 
Въ частномъ случав, когда кривыя (С) и ( С ) заданы уравнениями 

вида y = f(x), y — g(x), можемъ привести одно къ параметрической 
форме положивъ x—t, и слвд. y — f(f), а 2-ое къ нерешенному виду: 
У—#0*0 = 0 и тогда по предыдущему: для соприкосновешя и-го порядка 
должны быть выполнены условия: 

f(x) — 9(х) = О, f (х) —g'(ж) = О , . . . Л»)(х)-</<«>(х) = 0. 

Замътимъ, что при п четномг первый неуничтожающШся членъ 
нечетнаю порядка относительно Ах и, следовательно, меняетъ знакъ 
вместе съ Ах-, при солрикосновенш четнаго порядка кривыя пересе-
каютъ другъ друга, при соприкосновенш нечетнаго порядка лежать по 
одну сторону одна другой. 

Особенное значеше имеетъ—для изучешя кривыкъ—вопросъ о 
нахождеяш для данной кривой, такой кривой заданнаю типа, которая 
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имБла бы съ нею въ ИЗВБСТНОЙ точив соприкосновение возиожно-выс-
шаго порядка. Чтобы было возможно соприкосновете «-го порядка, урав
н е т е кривой, только типъ которой задаяъ, должно содержать п-\-1 
лроизвольныхъ коэффицдентовъ. 

§ 25. Соприкасающаяся пряная—касательная. Уравнете пря
мой содержитъ два коэффищента. Наивысшее соприкосновейе кривой съ 
прямою есть, вообще говоря, прикосновен]е 1-го порядка. Если дана 
кривая у — f(x) и прямая у = тх + к, то для соприкосноветя пер-
ваго порядка, разность f(x-\-Ax) — [т{х-\-Ах) + к] должна быть 2-го 
лорядка относительно Ах; но 

AT* 

f(x4rJx)—m(x+Ax)—k=f(x)—mx—k+Jx[f\x)—m] + ^-f"(x)+..., 

•следовательно должно быть: 

f (х) = m 

f(x)~ mx — * = 0-, 
или 

k = f(x) — xf'(x). 

Такимъ образомъ прямая искомая будетъ 

Y^y'X + y—ху 
т. е. касательная илтетъ съ кривой соприкосновете первою порядка. 
Но если имьемъ точку перегиба, то y"—f'(x) = 0, и первый значущШ 
членъ будетъ 

Л х * , Г ( « ) ; 

1 . 2 . 3 ' 

такимъ образомъ въ точки, перегиба (если f" (х) Ф 0) кривая имгьетъ 
съ касательной прикосновенге 2-го порядка. Она стало быть переходить 
съ одной стороны касательной на другую. 

§ 26. СоприкасаюшДйся кругъ. Уравнете круга содержитъ три 
произвольных* параметра—ДВБ координаты центра и рад1усъ. Поэтому 
кругъ можетъ имъть съ кривой соприкосновете 2-го порядка. Пусть 
уравнете кривой дано въ параметрической форм* 

x*=9(t), y = p(t). (!) 

Подставляя эти выражения въ уравнете окружности 

( * - § ) ' + ( y - « ? ) 2 = г 2 < 2 ) 

,3»инсжж Ихпглт. I i p 4 - Тниир.* * 
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и дифференцируя два раза по t, получимъ 

ж > - £ ) + */' '(*/-'?) + * ' Ч - / 2 = = 0 . <4> 

Первое показываетъ, что центръ соприкасающимся круга лежать 
на нормали къ кривой. Решая (4) и (3) относительно х — | и у — V 
получимъ: 

( & ) S ж ~ х'у'-у-х" ' ' * xtf—y'x" 

Подставляя во (2) получимъ: 

, -f- г/2)з ( : Е ' 2 + угу / , 

Такимъ образомъ радгусъ соприкасающагося круга совпадаешь съ 
радгусомъ кривизны. Поэтому и называютъ также соприкасаюшдйся кругъ 
кругомъ кривизны и центръ его—центромъ кривизны. 

Изъ предыдущаго слъдуетъ: 
1. Кругъ кривизны переспкаетъ кривую въ точкп, прикосновенья 

(такъ какъ имеетъ съ кривою соприкосновев!е четнаго порядка). 
2. Если двъ кривыя имвютъ въ общей точке прикосновеше не 

ниже 2-го порядка, то онъ нмъютъ въ этой точке не только общую ка
сательную, но и общШ кругъ кривизны. 

3. Въ точкъ перегиба У = О, У не обращается, вообще говоря» 
въ безконечность, следовательно, мъра кривизны равна нулю, раддусъ 
кривизны обращается въ безконечность; кругъ кривизны въ точкп пере
гиба обращается въ касательную въ этой точкп. 

4. Въ точки, возврата радгусъ кривизны обращается въ О, кругъ 
кривизны обращается въ точку—самую точку возврата. 

Действительно, для точки возврата выполняются одновременно урав
нения 

F(x,y) = o, F'Z = O, f ; = o и F : ; ~ F : ^ = O . 

Последнее показываетъ, что левая часть уравнешя для углового 
коэффищента касательныхъ 

обращается въ точный квадратъ 

^ ( f ; + f ; / ) 2 = o ИЛИ ± , ( Г ; + Р : Ю 2 = О 
If сх> 
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\/х(2с—я)5 

обращается въ безконечность (но при этомъ F'Y. у" = гобращается 
въ 0). (л — х) 

5. Кругъ есть единственная кривая постоянной кривизны. Это можно 
получить непосредственно, разыскивая функщю, удовлетворяющую условш 

11 j^. 'ЪУ/г ~ c o n s t - ' т - е - интегрируя это дифференщальное уравнете, но 

можно получить и следующимъ образомъ. Если а — уголъ касательной 
dy 

съ осью х, то -f- — tg а, отсюда 
ах 

dx dx 
cos а = . : = -т-

Vdxt+dy2 d s 

и такимъ образомъ 

dx = ds . cos а и dy = ds . sin а. 

Но по определенно 
ds = R.da (6) 

следовательно 

dx = Е . cos а da 

dy = R . sin a da . (7) 

Если й = Const., то отсюда имеемъ: 

х = й sin a 4- Cj 

i/ = — Л.cos a + C 2 

или исключая a: 

( я - ( \ ) « + { у - С а ) * = В » , 

это есть уравнете окружности. 

Но у" для двойной точки определяется уравнетемъ 

К'+ *К„ У'+ 3 f ; > ' 2 + F;: ?Ч- з ( f ; + / = о, 

для точки возврата коэффищентъ при у" равенъ О, а предыдупйе члены въ О 

не обращаются, следовательно ^ — О, и R = 0. Напримеръ, для цис

соиды х (х2~\- у2) — 2 a # 2 = ' o въ точке возврата (О, О) 

. (За —ж) / ~ д Г ~ 
9 2а—х У 2а—х 

обращается въ О, а 
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§ 27. Эволюта (развертка). Уравнешя (5) предыдущего параграфа 

b . х'у— у'х ' ху —ух 

позволяюсь для каждой точки М данной кривой (К) построить соответ
ственный центръ кривизны С. Когда точка М описываетъ кривую (К), 

точка С, вообще говоря ' ) , переме
щается и описываетъ некоторую дру
гую кривую (К'), которая называется 

. эволютою или разверткою кривой (К). 
£ ь „.Ci,j_ Если ВЪ (1) ввести рад!усъ кривиз-

"^ч^, ны R и уголъ а касательной съ осью 
\ ^ ж-овъ, формулы (1) перепишутся 

К £=х—В.sine, i]=y+R.cosa (2) 
Черт. 36. 

Примерь 1. Эволюта эллипса 

. . , a 2sin a<-4-fe'cos at (а 2 —& 3 )cos Ä * 
g = а cos t — b. cos t. L = - ' -

ab а 

, . .. . a2sm 2 H -& 3 cos 2 J ( a 3 — b 3 ) s i n 8 t 
7] = b sin t — a am t. = i 7 

ab b 
Исключая отсюда i получаемъ (ag)'/'-f-(б^)2/» = (a 2—& 3)*'i— кривая 

имеющая форму, подобную астроиде и лежащая вся внутри эллипса 
при а<^Ъу/ 2. 

2. Эволюта гиперболы 

НИ). HR} 
въ параметрической форме выражается уравнешями 

а \ 2 / ' Ъ 

откуда по исключенщ t получаемъ уравнеше 

(as) 2 ' 3 - (brif* = (a 2 -f- Ь3 ,•/.. 

>) Иекдючеше составдяетъ кругь, центръ кривизны каждой точки котораго со-
впадаетъ съ его центромъ. 
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3. Эволюта параболы у*=2рх имеетъ уравнете 21prf—8(g—р)8,— 
это такъ называемая полукубичная парабола. 

4. Эволюта циклоиды есть снова циклоида, только иначе располо
женная: ея уравнете g = a (t-\-sia t), »? = — а (1 — cos t) переходить 
въ обычный видъ при замене г = л + Т , и перемьи* координатъ 

£ = * a ~ f g i , = — 2a + Vi-

5. Логариемическая спираль: г — ае"^. Предположимъ, что ось х-овъ 
совпадаете съ полярной осью и начало координатъ съ полюсомъ. Тогда 
уголъ а касательной съ осью х-овъ по предыдущему равенъ а = в -+-

ГДБ Xgtfi — ^T. Для даннаго случая— — т, стало 6brn.tgy> = —. Рад1усъ 
гц г т 

кривизны, какъ нашли выше, R — г | / 1 -4- »»* = г: sin у>. 
Такимъ образомъ 

sin (е -(- У>) 
£ = г.cos 6 — г : — = — г smb. cotgp = —mr s ine. 

sin Ip 
no (1) этого §'a 

, cos (b-4-Ф) 
f] = r sin b-\-r—^—!—- = r cose . cotg» = mr cose. 1 sin 1p 

Чтобы получить уравнете эволюты въ полярныхъ координатахъ, 
положимъ, что ея координаты: £ = д cos ff, щ = о sin б. Сравнивая съ 
предыдущими выражетями, имъемъ: p = m r , — s i n e = c o s e , sinff==cose, 

ж 
т. е. б == 6 + — и следовательно, вводя въ уравнете спирали д и а, получимъ 

-(«-?) 
уравнете эволюты ея р = » ю е J ,—это снова логариемическая спираль, 
но повернутая на некоторый уголъ, ибо заметимъ, что положивъ т=е°*т, 
приведемъ уравнете къ виду: 

( ТГ , i o g m . 

Q — a.e г ж '. 

Свойства эволюты: 
1) Касательном въ точкп эволюты служить нормаль въ той 

точкп искомой кривой, для которой точка эволюты служить центромъ 
кривизны, действительно, мы уже знаемъ, что точка эволюты лежитъ на 
соответствующей нормали, кроме того изъ (2) находимъ съ помощью (?) § 26 

dg= dx — dR.sin a— R.cosa.da = — dB.sin а (3) 

drj = dyJ

rdR.co%a—Rmadu^dR.cos а 



Поэтому 

^ | = _ c o t g « , если ^ = t g а ; + ! (4) 

т. е. нормаль кривой служитъ касательной къ ея эволюте. 
2) Длина дуги эволюты равна разности радгусовь кривизны въ точ-

кахъ исходной кривой, соотвгьтстиующихъ началу и концу дуги эволюты. 
Действительно, изъ (3) 

d&-\-drf==dRi,'t.<>.de = iizdIl (5) 

если б—дуга эволюты, откуда o = ztz{R — R0). 
Если знакъ разности R — й 0 признать знакомъ б, то двойной 

знакъ можно опустить. 
3) Если радгусъ кривизны эволюты обозначимъ Rx; a R padiycb 

кривизны исходной кривой, то 

E ^ ^ i Ä (6) 
ds 

Действительно, ds — Rda для исходной кривой и da = Rx dax для 

эволюты; но по (4) а х = а - | - ~ , следовательно dat — da и кром* того 
но (5) do = + dR. 

Такимъ o6pa30Mbztd2J=JR1 .da или съ помощью (6) § 26±RdR=Ri ds.-
4) Определивъ эволюту для некоторой кривой можно искать для 

нея снова геометрическое место центровъ кривизны; получимъ эволюту 
эволюты, или вторую эволюту данной кривой. 

Съ помощью формулъ (1)—(6) находимъ, означая | х , rfx, Rx, «х 

координаты центра, рад1усъ кривизны и уголъ касательной съ осью ж-овъ 
для эволюты 1 * 

£ i = § — B a s i n e t ! = а ; — B s i n a — Jocose*., 

цх — ц -\- Rx. cos аг = у - j - R cos a — Rx sin a . 

Радоусъ кривизны второй эволюты 

do ±ds.dR 

as 
и следовательно, вообще 

dRm . 

что можетъ быть доказано переходомъ отъ п къ n - j - 1 . 
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(3) 

должно удовлетвориться при замьнъ текущихъ координатъ X, Г коорди
натами точки (2), принадлежащей тому же значетю параметра с,—ибо 
нормаль въ ТОЧКЕ (2) есть касательная въ соответствующей точке (1). 
Называя п общее значете двухъ такимъ образомъ получаемыхъ отно
шений 

ё' 
получимъ: 

a = g-f«l'> y = V + nif- <4) 

Чтобы им^ть уравнетя (2), нужно выразить п въ функщи о. Для этого 
составимъ 

(х — (У — 9 » 8 = я» (ГМ-*/ '*) , <5> 

во u'2-\-t)'2 = l (такъ какъ производныя берутся по дугв i l ) ) . Такимъ 
образомъ п выражаетъ—вплоть до знака—разстояше соответствующихъ 
точекъ кривыхъ (1) и (2). Касательная къ (1) должна быть нормалью 
къ (2), отсюда 

• i или у У + * ' ! ' = 0 . (6) 

Но дифференцируя (4) имеемъ: 

y'^rf+nrf+n'T!' 

§ 28. Инволюта или эвольвента. Обратная задача: для данной 
•кривой найти ту кривую, которой она служить разверткою, приводить 
къ гшволютамъ или эвольвентамъ. Если кривая задана уравнетями въ 
параметрической форме и притомъ вспомогательнымъ независимымъ 
перемъннымъ является дуга, то уравнетя инволюты могутъ быть полу
чены въ конечномъ видъ. Пусть данная кривая есть 

£ = 9>(«), П = ч>(б), (1) 

и пусть уравнетя инволюты суть 

Х = Ф ( б ) , Y=¥(o). (2) 

Уравнете касательной къ (1) 
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Вставляя эти значения въ (6), находимъ: 

ё <+ »'ё)+ч' ( ? ч - ИУ) 0 

иди 

( r * + ' ? ' 2 ) U + < > + « ( r r + ' ? V ) = o . 
Но такъ какъ независимое переменное дуга, то ёг+ У2— 1 и 

ee-\-ri'rf—Q и такимъ образомъ последнее уравнеше принимаетъ 
видь;, 1 -\- п'= О. Отсюда 

п = — б-\-с. (7> 

Внося это значеше въ (4), приходимъ къ уравнешямъ инволюты: 
* = | + ( с - в ) Г Г » = ? + «О'Д <-8> 

Здъсь с—ироизвольная постоянная. Такимъ образомъ мы полу
чаемъ не одну инволюту, а безчислеиное ихъ множество, ибо начальное 
значение радоуса кривизны можетъ быть принято совершенно произ
вольно. Be t инволюты будуть иметь нормалями касательный къ дан
ной кривой. 

Прии&ръ. Инволюта круга. Уравнеше круга въ параметрической 
форм* g = r .cos< , Tj — r.siüt можетъ быть приведено къ нужному вамъ 
виду, ибо для круга б = г . t (г—рад1усъ окружности). Следовательно, 
уравнешя инволюты будутъ: 

о , . . . а . а ч б 
х = г cos — + (о—с) з т —; у .<*= г sin — — (б—с) cos— 

или, еелн снова ввести o — rt: ! 

х = г cos t -f- (rt—c) sin t. 

y = rsint — (rt—с) cos t. 

§ 29. ОгибаюшДя семейства к р и в ы х х . Если уравнен1е, определя
ющее кривую, еодержитъ некоторую постоянную величину, которой мо-
жемъ придавать различныя частныя значешя,— какъ напримтръ, въ 
кругъ хг -4- у 2 — с 2 =» о раддусь с т о такое уравнеше опредъляетъ не 
одну только кривую, а целую совокупность кривыхъ, которыя соотвегствуютъ 
р&зличнымъ частнымъ значешямъ этой величины, какъ во взятокъ пример* 
значен1ямъ радиуса круга. Такая совокупность кривыхъ, опредЬляемыхъ 
однимъ уравнешемъ 

F ( * . у, е ) - 0 , (1) 
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(если взять прямолинейный координаты), называется семейством* кри
выхъ: таковъ наприиъръ приведенный примерь семейства концентриче-
скихъ круговъ, также семейство концентрическихъ равностороннихъ гипер-
болъ, семейство параболъ, имъющихъ одну вершину и одну туже ось симет-
рш; циссоида, строфоида, цъпная линш, лемниската содержать каждая 
вь своемъ просгвйшемь уравненш готъ или другой параметръ, которому 
можно придавать любыя значетя. 

Див кривыя одного семейства, соответствующая двумъ значешямъ 
параметра с: с0 и с ^ е0-\-Ас 

F{x,yyc0) = Q (Г) 

у , е , ) « 0 (1") 

пересЬкаются въ извъттномъ числе точекъ. Если сх стремится къ с0, 
т. е. Ас стремится къ нулю, то при выполненш функщей F известныхъ 
условШ эти точней занимаютъ предельныя положенш; таыя точки пере-
сечен1я безконечно-бдизкихъ кривыхъ семействь называются характе
ристическими точками, а геометрическое место характернстическихъ 
точекъ, соответствующихъ всемъ возможнымъ значетямъ параметра, 
называется огибающею семейства кривыхъ. 

Для получения уравнетя огибающей, предположимъ, что F(x,y,c{) 
можетъ быть разложено въ строку Taylor'a по степенямъ Ас по крайней 
мере до члеяовъ 2-го порядка, т. е. что можемъ писать: 

F(x, У, cx) = F(x,y, co+Ac) = F(x, у, с 0) -f Ac.F'^x, у, с0) 4-
+ ±Ас>. F^(x,y,c0+eAc0)^0.(0<B<l) (1"') 

Система уравнешй (1'), (1") можетъ быть заменена системою (1') 
и (Г"), а эта последняя системою изъ (1г) и уравнетя 

0 = F ( x , — F(x, у, Co)=Ac.F'c(x,y,c0) +±AC*F;,(X,у,с0+ъАс0). 

Разделяя последнее уравнете на J e и переходя къ пределу 
Ас—0, получимъ уравнете 

Fc(x у с0) = 0 , 

которое вместе съ (1') и определить характеристически точки, со-
ответствуюпця значению с 0 параметра с. Опуская значекъ 0 при с 

и давая с всевозможный значетя, определимъ всю совокупность харак-
теристическихъ точекъ (т. е. огибающую) двумя уравнениями 

Fix, у, 0 = 0 (1) 
я F'c(x,y, в) = 0 . (2) 
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Исключая отсюда с: получимъ уравнеше огибающей въ видъ 
Ф(х, у ) — О ; рвшая (1) и (2) относительно е, получимъ уравнеше оги
бающей въ параметрической форм* 

х = ф(е), у=*у>{с). 

Примъръ. Прямая постоянной длины движется, опираясь кон
цами на двъ взаимно перпендикулярныхъ прямыхъ; найти ея огибающую. 

Кривая должна состоять изъ четырехъ сим-
метричныхъ частей, соотвътственныхъ четыремъ 
прямымъ угламъ, образуемымъ неподвижными 
прямыми, которыя примемъ за оси х-оьъ и г/-овъ. 
Если а уголъ движущейся прямой съ осью х-оъъ, 
то отръзки AB на осяхъ: ОА=—a cos а и 
OB — a sin « . 

Черт. 37. 
Такимъ образомъ уравнеше А В 

У 
a cosa a sin а 

дифференцируя его по а получимъ: 

1 = 0 

х sm а 
cos 2 а 

У cos а = 

s in 2 « ' 

такъ что огибающая определяется уравнешями 

х sin 3 a -f-у cos 3 a = Ö 

У 

отсюда 

х 

cos а ' sill a 

- а . cos 3 a 
sin 3 a . 1 • cos 3 a . 

У = 

sin a 

a . sin 3 a 

cos« 

s in 3 a . -
sin a 

cos 3 a . -
cos« 

исключая а получимъ 
J1' 
У = a 

• a cos 3 a 

= -\-a s in 3 a 

т. е. искомая огибающая есть астроида. 
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Теорема: Въ каждой характеристической точкп соответственная 
кривая семейства и огибающая имгъютъ общую касательную. 

Пусть х1} ух характеристическая точка и сх—соответствующее 
значеше параметра. Тогда имъемъ 

2/1, cj) = 0 (1') 
и 

F(xx, У1,с)=0 (1"), 

F'Mi й с) = 0 . (2') 
Совместное существоваше этихъ равенствъ показываетъ: что по

лучаемое изъ F'C^i У\ с) = 0 выражен1е с. какъ функцш х и у, при 
подстановке x — xlf у = ух должно получать значеше с = с1. 

Угловой коэффищентъ касательной къ кривой семейства (1), со
ответствующей значенш с х параметра, определится изъ уравнетя 

F > , у, cj + y' F'y{x,y, C l ) = 0 (3) 

и въ точке (хх, у\) имеемъ: 

F'xixi> Л» ^) + Ух , уи с1) = 0 (3') 

Для огибающей получимъ угловой коэффищентъ касательной диф
ференцируя (1) въ предположений существоватя (2): 

что съ помощью (2) приводится къ 

Fa{x, у, с) + у' Fg(x, у, с) = 0, 

где с заменено по (2). Если сюда подставимъ х = х1г у = у1ч то какъ 
замечено выше, получимъ 

F'x(xx ух ej+y't F'9(xx V l C l ) = 0 

т. е. значешя у[ и у'2 равны, ч. и т. д. 
Это свойство можетъ служить определешемъ для огибающихъ. Дей

ствительно, пусть дано семейство кривыхъ (1). Если существуем кривая, 
которая касается вс*хъ кривыхъ (1) и которую мы назовемъ огибающей, 
то на каждой изъ кривыхъ (1), соответствующихъ различнымъ значен1ямъ 
параметра с, должны находиться точки, принадлежащая огибающей. Каж-
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дому значенш параметра соответствуют* поэтому определенный точки 
на огибающей; и обратно каждая точка огибающей должна лежать на 
никоторой кривой (1), соответствующей определенному значенш пара
метра с. Поэтому координаты точки §, у огибающей суть функщи этого 
параметра: ^ , „ , 

| = £ ( е ) , ? = Я ( с ) (4) 

которыя должны обладать следующими свойствами: 1) какое бы ни взяли 
значете с = ех, должно выполняться услов1е: 

FlS(fi), H ( C l ) , C l ] = 0 , 

ибо точка l i = S (e 1 ) , г/1 = Я(е 1 ) должна лежать на кривой F(x, у, с х) = 0 . 
т. е. уравнение 

F[3(c), # ( е ) , с ] - = 0 (5) 

должно выполняться тожественно,— и 2) касательная къ (5) и къ 
кривой семьи въ ихъ общей точке должна быть общая, т. е. въ каждой 
точке (4), при каждомъ значенш с должно быть, 

^ = = н > ) = = _ / ^ \ _^ Fin,у, с) 
ё. s'{c) \ F ; / - S f;<M, п, с) 

или 
F'g.g'c + F;.V'c = 0. (6) 

Но если (5) выполнено тождественно, то нулю должна равняться 
полная производная (5) по с, т. е. 

что съ помощью (6) приводится къ 

0 = К(й,ч,е). (7) 

Итакъ, g, г), какъ функщи с , должны выполнять (7) и (5), т. е. 

0 = F ( g , у, с), (1) 

исключая изъ которыхъ с и получимъ соотношете между g , у — урав-
HeHie огибающей. 

Не всякое семейство кривыхъ допускаетъ огибающую. Если (1) 
линейно въ отношенш параметра 

F(x, у, с) = <р(х, ,у) + с.ф(х, г,) = 0 , (8) 

то F'e = y>(x, у), и уравненш (1) и (2) приводятся къ: 

9(х, у) = 0 , у,(х, у) = 0 , 
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т. е. удовлетворяются только координатами точекъ пересвчвН1я всвгь 
кривыхъ пучка (8). Такъ всъ кривыя 2-ой степени 

ж 2 - И . г / 2 _ 1 _ г = 0 

проходятъ черезъ четыре вершины прямоугольника, образуемаго прямыми 

х = ± 1 и у = + 1, 

которыя и будутъ единственными характеристическими точками. 
§ 29. Второй типъ задачъ на огибаюшдя. Въ приложешяхъ 

Teopin огибающихъ довольно часто встречается некоторое видоизменение 
задачи, о которомъ следуетъ упомянуть, — именно семейство кривыхъ 
можетъ быть задано уравнетемъ 

F{x, у, а, Ъ) = 0, (9) 

содержащимъ не одинъ параметръ, а два а и Ь, связанныхъ соотно-
шешемъ 

<р(а, 6) = 0 . (10) 

Тогда по (10) можемъ въ (9) разсматривать Ъ какъ функщю а, 
и но вышедоказанному добавить къ (9) и (10) уравнеше: 

,db 

Но изъ (10) находимъ 

< + п | = 0 . (12) 

Исключая изъ (11) и (12) ^ , получимъ уравнеше 

F'a.4>'b-F'b.g>:^0, (13) 

которое вместе съ (9) и (10) определить огибающую, уравнеше которой 
получимъ, исключая изъ трехъ уравнешй два параметра а и Ъ. 

Примерь 2. Огибающая эллипсовъ, для которыхъ постоянно про

изведешь осей. Семейство (9): ̂  -f- ^ = 1 при условш a b = C o n s t = f c J . 

Составляемъ уравнешя (11) и (12): 

__??*_? \̂ь' = 0 oJ' + 6 = 0 
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исключеще, V даетъ: 
а? у* _ ! 

= 0 . • . - ; - = 2 ' 

х = ± а: j/"2, у — ± Ъ: ]/~2.: 2ху = + ks — равносторонняя гипербола, 
которой асимптоты суть оси, обппя ВСБМЪ эллипсамъ. 

Аналогичным* образомъ решается задача и въ общемъ случав, 
когда семейство кривыхъ зависитъ отъ п параметровъ а1...ак, связан-
ныхъ между собою п—1 соотношешями. Пусть 

F(x, у, alt...aj = 0 

уравнете даннаго семейства, и 

9>, К , •••«„) = О 

(1) 

2 . . . М - 1 ) (2) 

соотношенш между п параметрами а1...ап. 
Тогда, какъ и въ предыдущемъ случаъ, считая одинъ изъ пара

метровъ, напримъръ аи за независимый, пишемъ: 

dF ^dF da. 
da, Li да.'da, 

da. , 
и цроизводныя l опредъляемъ изъ и — 1 уравнешй 

dax 

v i д(р( da. 
(t=l, 2 . . . П - 1 ) 

Исключеше производныхъ приводить къ определителю 

DF DF dF 
DAT ДА2

 1 ' ДА 
П 

Д<Р1 drp, DQJL 

да1 Ч " DA 
П 

DA. да. ДА 

= 0 (3) 

Такимъ образомъ инъемъ п - f 1 уравнетй (1), (2) и (3) изъ кото-
рыхъ и нужно исключить а г . . . о я , чтобы получить уравнете огибающей. 
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§ 30. Лришьнешя теорш огибающихъ. 
Теорема I. Кривая лишя (^геометрическое место точекъ) есть 

огибающая ея касательныхъ. Въ уравненш касательной 

Г - « / - | ( Х - * ) = 0 (а) 

къ кривой y=^j(x) можемъ разсматривать абсциссу точки прикоснове-
т я , какъ параметръ. Тогда взявъ отсюда производную по этому пара
метру получимъ: 

ах ах2 ' dx 
т. е. 

^ ( Х - * ) « 0 . (Ь) 

d 3 и 

Если данная лишя не прямая, то — Ф 0 и такимъ образомъ (о) 
дастъ Х=х, после чего (а) даетъ Y== у,-^характеристическою точкою 
является для каждой касательной именно точка прикосновешя, которая 
такимъ образомъ является точкою пересъчешя двухъ безконечно-близкихъ 
касательныхъ. 

Теорема II. Эволюта кривой есть огибающая ея нормалей. Уравне
ше нормали 

или, если кривая задана въ параметрической форм*: 

x'(X~-x) + y'(Y—y) = 0 

Производная по параметру даетъ: 

x"(X-x)-\-y\Y-y) = x'2 + y'2. 

Это ТБ же самыя уравнешя, которыя въ § 25 служили для опре
делешя центра кривизны. Такимъ образомъ для каждой нормали харак
теристическою точкою служить соответственный центръ кривизны, и 
следовательно огибающею нормалей будегъ геометрическое место ихъ, 
т. е. эволюта. 

Примеры на огибаются: 3) Найти огибающую прямой, отрезки ко
торой на осяхъ координатъ таковы, что построенный на нихъ прямо-
угольникъ имеетъ постоянную площадь с* (гипербола). 
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4) Найти огибающую поляръ неподвижной точки С въ отношеши 
системы софокусныхъ эллиисовъ и гиперболъ. (Парабола). 

5) Огибающая эллиисовъ, сумма осей которыхъ есть величина пен 
стоянная = 2h, есть астроида х'13 + у'" = к"1г. 

6) Прямой уголъ движется такъ, что одна сторона его проходить 
черезъ неподвижную точку, а вершина описываетъ данную неподвижную 
кривую. Найти огибающую другой стороны. 

Если данную точку примемъ за начало координатъ, и уравнение 
данной кривой возьмемъ въ параметрической форм* х = q> (t), у — ц> (t), 
то уравнете одной стороны угла у—тх и ip{t)—m<p(t) = 0, а уравнете 
другой стороны 

Y = - ± [ X - i p ( t ) l 
или 

(<)-}-X<jp (0 = 9> 2 +р2 (а) 

Огибающую этой стороны и ищеыъ, добавляя къ (а) 

•Y9'(() + Xq>'(t) = 2(4>9>' + 4>4>') (Ь) 

Исключая t изъ (а) и (Ь), получимъ искомую огибающую. 
Но ръшая непосредственно уравнетя (а) и (о) относительно X ъ Y 

получимъ 
X — V' W—y**)- 2(№{Р' у_^2<рьрч>'+ <р' (д>*—у,*) _ 

уравнетя огибающей въ параметрической форм*. 
Если кривая, которую описываетъ вершина пряного угла, дана 

въ полярныхъ координатахъ и полюсомъ служить данная неподвижная 
точка, то предыдущая уравненш принимают* видъ: 

v dr . 

А == — ^- sin 6 + г cos 6 

dv 
Y— — ^ cose + т s ine. 

Частные случаи: а) данная кривая—прямая линш; огибающая-
парабола. 

о) Данная кривая—циссоида, данная точка—ея точка возврата; 
огибающая—парабола. 

с) Данная кривая—лемниската, данная точка—ея узелъ; огибаю
щая—равносторонняя гипербола. 
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Задача о каустмнахъ. Пусть изъ святящейся точки Q (а, Ь) выходят* 
лучи и, падая на кривую ( С ) , отражаются отъ нея, какъ отъ зеркала. 
Огибающая отраженныхъ лучей называется каустикой (по отраженш) 

кривой (С). Между угломъ ß нормали съ осью 
Z-овъ, угломъ у—луча падающаго и а— 
луча отраженнаго въ силу закона отражешя 
света существуеть связь, выражаемая равен-
ствомъ 

Черт. 38. 

•откуда 
ß — a = 7 — ß, 

a°=2ß — y, 

заметивъ, что Cotgß — — у ' и следовательно, 

2«' и Ь 
tg 2ß = л , , , и затвмъ tg r = , 

1—у' х—а 
-получимъ 

2у' _У~Ь 
1-у'*~х^а~ = 2у'(х—а) — ( у — у ' » ) 

1 4 - 2^<У~Й) ( * ~ а ) ( W ) + V (У-Ь) 
^(х— аИ1—у'2) 

Поэтому уравнение прямой MS напишется 

<а) [(* - а) (1 — у' 2) + 2у (у - Ь)].( Y — у) + 

-\-[(У— °) (1 — У'2) — 2у' (a: — а)] (X — = О. 

Приравнявъ нулю производную левой частя по х, получимъ по 
приведенш 

(Ъ) [ 2 / {(у—Ь)—у' (ж - а ) } + 1 -У'2] (Y—У) — [2у* {(х—в)+ 

Решая уравнения (а) и (Ь) въ отношеиш У—у и Х—х, полу
чимъ уравнеше каустики по отражетю въ параметрической форме (счи
тая, что у , у' и у" выражены черезъ х по уравненш кривой (ß)y-t(x)). 

Прам^ръ. Каустика круга есть улитка Паскаля, если светящаяся 
точка лежитъ на круге. 

,3шш Иашмт. Харь*. Т"МР-
5 
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ds1 = n.ds 
или 

- н е т - dx2 (3> 

Изъ уравнетй (1), (2), (3) и производныхъ первыхъ двухъ выразима, 
dx, dy, dv <Р« 

хъУъ d£ a dx с ъ п о м о ш ь ю х > У> ^ я пбдетавимъ въ (3). 

Если, напримеръ, точка А описываетъ прямую лийю, то нрияимая 
ее за ось у-овъ имеемъ: 

( 1 ) ^ = 0 , » • < ^ / ( ' + ( l ) " ) = ( t ' ) 
или, такъ какъ по (2) ^ — — х — то 

dx dx2 

Остается самое общее вначете у , обращающее это уравнете в ъ 
тожество, найти по правиланъ, которыя излагаются въ курс* интегри
ровала дифференщальныхъ уравнетй. 

Кривыя преследовали (couroes de poursuite, Verfolgungskurve). 
,, Точка А — (хх, yt) описываетъ кривую, определенную уравнетемъ 

Л ^ , Л ) = 0 , (1> 

двигаясь равномерно. Определить геометрическое место точки В=(х, у} 
которая двигаясь также равномерно, постоянно направляется къ точке А~ 
Въ силу формулированная услов1я, касательная къ искомой цривой въ 
точке В (которою въ каждый данный моментъ определяется направле-
Hie движенш точки В) должна проходить черезъ точку А: такимъ обра
зомъ уравнете 

должно удовлетворяться при подстановке Y=ylf X=xv Имеемъ меняя 
знаки 

Усдов1е равномерности движений даетъ—если п означать отноше
т е скоростей точекъ А и В: 
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Задача о траэктор1яхъ. Если семейство кривыхъ задано уравне-
шемъ, ръшеннымъ относительно параметра: Ф (х, у) = С, то черезъ 
каждую точку проходить только одна кривая этого семейства. Тогда 
можно поставить задачу—найти кривыя, которыя переевкаютъ всъ кри
выя даннаго семейства подъ однимъ и тъмъ же угломъ. Таыя линш 
называются изогональными траэкторгями даннаго семейства, и въ част
ности, если онь встречаюсь кривыя семейства подъ прямымъ угломъ,— 
ортогональными траэкторшми семейства. Такъ инволюта есть траэктор1Я 

касательныхъ къ данной кривой. 
Выведемъ общее уравнеше для изогональныхъ траэкторШ. Если « 

данный уголъ и tang а = т, то выражая, что уголъ между касательными 
къ кривой семьи и къ искомой кривой въ общей ТОЧКЕ равенъ а, имъемъ: 

dx 1 Ф' 
* —т, 

ф' dx 

dy Ф' 

гдъ — и — -р — угловые коэффициенты касательныхъ соотвътствевно къ 

искомой кривой и къ кривой ( 1 ) . Это уравнеше перепишемъ: 
Ф'хах-^Ф'уау = т(Ф')1ах—Ф'хау). (а) 

Если же ищемъ ортогональный траэкторш, то должны положить 
равнымъ нулю знаменатель 

1 _ ^ . ^ = 0 , или Ф'ах—Ф'хау = 0. (о) 
Фу dx " 

Если напримеръ, данное семейство есть пучокъ прямыхъ, проходя-

щихъ черезъ начало, то | = С—его уравнеше. Ортогональный траэк

торш определяются уравнешемъ 

или по умноженш на х2 

dx , if j r, 
X Xе 

xdx-\~ydy = 0. 

Левая часть ни что иное какъ j У 2), следовательно, искомыя 
траэкторш определятся уравнетеиъ ж2 + У2 = Const,— это какъ и еле-
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довало ожидать, круги съ центром* въ вершине пучка. Если же а ф - , 

то имеем* 
xdy — ydx _ ^ (xdx 4- ydy 

или 
xdy — ydx = m (xdx - f ydy). 

Чтобы найти кривыя, которыя этому уравненш удовлетворяютъ. 
прибегнем* къ введение полярных* координат*: a r = r . e o s 6 , j»=r . sh i f t , 
тогда xdx-\-ydy — rdr, a xdy — уах=г*аь такъ что уравнете по сокра-
щ е т и на г принимаетъ видъ: 

rdb = mdr 
или 

dr _db 
г . т 

то есть 

d.hgr^d.^y, 
I 

отсюда самыя функщи могутъ различаться только на постоянную, кото
рую означим* log С : ; . • , 

6 
log г = (- log С, 

т 

то есть 5_ 
г = С . е *" 

Изогональными траэктор!ями пучка прямых* являются миарие-
мичесмя спирали. * 

Примеръ 2. Ортогональными траэктор1ями семейства парабол* 
у = схг являются эллипсы ха-\- 2у2= С Къ квадратур* приводится и 
нахождете изогональных* траэкторш. 

Мы предположили, что уравнете семейства кривых* дано въ ре
шенном* относительно параметра виде. 

Если же уравнете семейства задано в* виде не решенном* 

Ф{х, у, в) = 0 , (с) 

то составив* соответственный уравнетя (а) или (Ь), исключим* затем* 
параметр* с с* помощью (с). » 



Придожент дифференщадьнаго иечиеденш къ 
геометрш въ пространств! 

§ 1. Опредълен1я. Виды уравнешя поверхности и кривой въ 
пространств*. 

Въ пространстве иоложеше точки определяется тремя координа
тами. Въ системе лрямоугольныхъ координатъ эти величины суть раз-
стоятя точки отъ трехъ взаимно перпендикулярныхъ плоскостей—пло
скостей координатъ, обозначаемыхъ обыкновенно х, у, г. Въ системе 
сферическихъ координатъ эти три величины суть разстояше г точки 
отъ полюса (рад1усъ векторъ), уголъ 6 рад1уса вектора съ его ортого
нальной проэкщей на определенную основную плоскость и уголъ ц> этой 
проэкщи съ определенною прямою въ этой плоскости. 

Если полюсъ совпадаетъ съ началомъ коор- z 
динатъ прямоугольной системы, основная плос
кость—съ плоскостью XOY и основная прямая-— 
съ осью Х-овъ, то) 

X = Г COS 6 . COS <jP 
у = г cos 6 . sin <р 
z — г s ine. 

Черт. 39. 

Если три координаты связаны между собою однимъ соотношешемъ, 
то две изъ нихъ остаются произвольны, и имъ можно придавать всевоз
можный значетя. Тогда третья въ силу предположенной зависимости 
для каждой пары значетй первыхъ двухъ получаетъ уже определенный 
значетя . Пусть, напримеръ, 

z = f(x, У)-

Взявши какую нибудь пару значенш^аг я у , т. е. какую нибудь 
точку въ плоскости ХОТ, въ силу (1) получаемъ для г определенное 
значен1е, и, следовательно, на перпендикуляре къ плоскости ХОТ, вое-
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ставленномъ во взятой точке (х, у), получаемъ определенную точку, 
находящуюся на разстоянш, равномъ этому значенш г, отъ плоскости 
ХОТ. Вся совокупность этихъ точекъ образуетъ поверхность. 

Но поверхность можетъ быть задана также не рвшеннымъ относи
тельно z уравнешемъ вида 

F(x, у, z) = 0 (2) 

или, наконецъ, все три координаты могутъ быть выражены, какъ функщи 
какихъ-нибудь двухъ независимыхъ переменныхъ, которыя обозначимъ, 
напримеръ, черезъ и и v. Такимъ образомъ: 

x=q>(u,-v), у—гр(и, v), z = %{u, v) (3) 

будутъ уравнешя поверхности въ параметрической форме. 
Если же х, у, z суть функщи только одного независимаго пере-

меннаго, напримеръ, t: 
x — rpit) 

*/ = И О (4) 

то получаемъ не поверхность, а кривую лишю въ пространстве. Исклю
чая изъ (4) t, приходимъ, вообще говоря, къ двумъ соотяошеншмъ 
между х, у. г: ' 

Ф(х,у,г)^0, У(х, у, в) = 0, (5) 

каждое изъ которыхъ въ отдельности определяетъ поверхность, и та
кимъ образомъ кривая лишя является, какъ пересечение двухъ по
верхностей. Не всякая кривая можетъ быть, однако, разсматриваема, 
какъ полное пересечете двухъ поверхностей. Такъ, если имеемъ два 
конуса второго порядка, имвющихъ одну общую образующую, то линш ихъ 
пересвчетя распадается на эту общую образующую и на кривую лишю. 
И эта последняя не будетъ, следовательно, полнымъ пересечешемъ 
двухъ поверхностей. Произвольная плоскость пересекаете каждую изъ 
коническихъ поверхностей по кривой 2-го порядка, и эти две кривыя 
имеютъ четыре общихъ точки, одною изъ которыхъ будетъ точка встречи 
общей образующей съ секущею плоскостью. Такимъ образомъ на долю 
кривой лиши пересечешя поверхностей остается три точки. Мы имеемъ 
такимъ образомъ кривую, которая съ произвольно взятою плоскостью 
пересекается въ трехъ точкахъ. Называя вообще порядкомъ кривой въ 
пространстве число точек? ея переспченгя съ произвольною плоскостью, 
можемъ сказать, что кривая пересечен1я взятыхъ конусовъ есть кривая 
3-го порядка. Она называется косымг коническимъ скченгемъ. 

0 



Уравненш (4) могутъ выражать и плоскую кривую. Необходимым* 
л достаточнымъ услов1емъ для этого будетъ то, что должны существо
вать таия четыре постоянный величины J^,JL ä\D, чтобы уравнение 

Е Н О 
удовлетворялось при замънъ х, у, г ихъ выражешями (4), каково бы 
ни было значете t,—т. е. при извъстныхъ значен1яхъ А, В, С, D 
должно существовать тожество 

Л<Н0 + В И О + Q (0 + D о . 
Возьмемъ отъ этого тожества три раза производную по получимъ 

A9<(t)ArB^(t)JrCx'(t) = 0 

A<p"(t)-i-Bp"{t)-i-Cx"(t) = 0 

^ " ' ( 0 + ^ " ' ( 0 + С У " ( < ) = 0 . 

Для того, чтобы эти три уравненш были совместны при А, В, С 
отличныхъ отъ нуля, додженъ обращаться въ нуль определитель: 

Ч> V X 

<Р" р" Х" 

<Р'" Р" Х" 

= 0 . (6) 

Это условие необходимое. Мы покажемъ далъе, что оно будетъ и 
достаточнымъ. 

Примерь. Показать, что кривая заданная уравненшми: 

х = аР-\-Ы-\-с, y — a'P + Vt + c', г — а"Р + ЪЧА-с" 

есть кривая плоская. 
Заметимъ еще, что частнымъ случаемъ уравненш (4) будетъ тотъ, 

когда за независимое переменное возьмемъ одну изъ координатъ, напри
мер*, х,—тогда (4) приводится къ виду 

9 = PI*), п ) 

Те же виды уравненш поверхности и кривой получимъ и во всякой 
другой системе координат*. 

Относительно характера функщи, фигурирующие въ уравне
нии. (4), или (7), нужно сделать rfc же замечатя, которыя были 
сдй/гаиы относительно плоскихъ кривыхъ. 



I i . Кривыя въ пространства. 

§ 2. Длина дуги и элементъ дуги. 

Если имъемъ некоторую кривую въ пространстве (которую пред-
полагаемъ непрерывною) и возьмемъ на ней точки А и В, то, соеди-
нивъ А и В прямою, получимъ, что путь отъ А до В по прямой AB 
будетъ короче всякаго другого, следовательно, и пути, лроходимаго но 

кривой. Если между An В возьмемъ некоторое число 
точекъ, наприм4ръ две С, D, то длина ломанной 

-* ACDB будетъ более прямой AB. Взявъ снова точки 
Черт. 40. н а К р И В О й между А а С, между С и D, между D и 

В и соединяя ихъ прямыми, получимъ1 новую ломанную, длина которой 
будетъ более предыдущей ломанной. Продолжая тотъ же пропессъ 
дал4е и измеряя каждый разъ периметръ подучаемыхъ ломанныхъ 
лиши, мы получимъ рядъ возрастающихъ чиселъ. Если этотъ рядъ име
етъ пределъ, то втогъ предйлъ мы и назовемъ длиною душ кривой AB. 
Отдельную сторону ломанной линщ, когда число стороне становится 
сколь угодна велико, а каждая сторона сколь угодно малою, назовемъ 
элементомъ дуги и обозначимъ ds. Если х, у, z координаты начала этого 
элемента, то проэкщи его на оси будутъ dx, dy, dz и, следовательно, 

ds2 = dx2 -f- dy2 + dz2 (8) 
« 

Косинусы угловъ, которые этотъ элементъ делаетъ съ осями коор
динатъ, выразятся отношетями 

dx dy dz 
ds' ds' ds' { } 

§ %. Касательная прямая и касательная плоскость. 

Проведемъ черезъ точку (х, у, г) прямую, которой направлеше 
определялось бы косинусами (9): 

Х=?-.1=1 = ?=1 ( 1 0 ) 
dx dy de 
ds ds ds 

идя 
X — x Y-^u Z—z 
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Эта прямая будетъ содержать не только точку (х, у, z), но и весь 
примыкаюпцй къ ней элемент* дуги кривой. Она называется касатель
ной къ кривой, а {х, у, z)—тонкою прикосновенья. То же самое урав
н е т е получимъ мы и тъмъ путемъ, которымъ получили уравнете каса
тельной въ ТОЧКЕ плоской кривой,—именно, разсматривая эту прямую, 
какъ предельное положение секущей, двъ точки пересъчен1я которой съ 
кривою стремятся къ совпадетю. Для того, чтобы касательная въ точке 
(х, у, z) существовала, нужно, чтобы функщи <р, ьр, х имвли для со
ответственная) значетя параметра ( определенную производную. 

Если кривая задана уравнениями вида (5), то разсматривая ихъ, 
какъ результат* исключетя t изъ уравненЩ (4), должны получить тоже
ства при подстановке въ нихъ этихъ выражешй х, у, г черезъ t. По
этому взятые въ этомъ предположена дифференщалы от* левых* ча
стей (5) должны быть равны нулю,—т. е. 

О = йф"= Ф'ах 4 - Ф'йу 4- Ф'аг, ) 
х ' * ( (12) 

О = d¥= T'ßx + T'äy Л- Vdz. j 

Отсюда dx, dy, ds пропорцшнальны определителямъ 2-го порядка, 
составленнымъ изъ коэффищентовъ этихъ уравненШ: 

dx dy dz ^13) 

ф'т'__фгр' Ф'Ч*'—Ф'Ф Ф'Т'—Ф'Т" 
у г * » » * х г X у У 1 

Мы яридемъ къ этому результату, разделяя (12) на одинъ изъ 
dy ds 

дифференщаловъ, например*, dx, и решая ихъ относительно и ^ . 
Сравнивая (13) съ (11), получимъ уравнетя касательной къ кри

вой, заданной уравнетемъ (5): 

X—х Y — y Z—z 
ф'ш'—ф'гр' ф'гр'—ф'гр' ф' гр' _ ф' гр" 

у * г У ' X xt X у 'у х 

(14) 

Но можно и непосредственно заменить въ (12) dx, dy, ds пропор
циональными имъ по (11) величинами X — х , Y—y, Z—з и такимъ 
образомъ получимъ уравнетя: 

# ; ( x - * o + * ; ( r - y ) + * ; ( 2 - * ) = o , I ( 1 5 ) 

4>x{X-x)+¥y{Y-y)+V(Z-z) = 0. j 

Решая эти ypaBHeBifl относительно X — х, Y—y, придемъ снова 
къ уравнетямъ (14). Такимъ образомъ уравнения (15) также опреде-
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ляють касательную къ кривой (5), какъ пересъчеш'е двухъ плоскостей, 
проходящихъ черезъ точку прикосновешя Ух, у, г). 

Представимъ теперь себе, что, сохраняя неизменною поверхность 
Ф(х, у, г)=0, мы будемъ брать различный поверхности Т[х, у, z)=0, 
которыя все проходили бы однако черезъ взятую нами точку (х, у, г) 
и которыя, следовательно, должны пересекать поверхность Ф(х, у, z)=0 
по кривымъ, проходящимъ черезъ эту точку. Тогда изъ двухъ уравне
нш (15), которыя при этомъ будутъ каждый разъ выражать касательную 
къ кривой пересечешя, первое уравнеше останется неизмвннымъ. Оно 
выражаетъ, следовательно, плоскость, которая содержите касательный 
ко всевозможнымъ кривымъ, лежащимъ на поверхности Ф(х, у, з) — 0 
и проходящимъ черезъ взятую точку. Эта плоскость называется пло
скостью касательною къ поверхности Ф = 0 въ ея точке (х, у, г). 

§ 4. Прикосновен1е кривой съ поверхност1ю. 

Определете. Возьмемъ некоторую поверхность (F) и некоторую 
кривую (С), которыя имвютъ общую' точку М. Говоримъ, что кри

вая (С) имштъ съ поверхностью (F) прикосновете 
п-го порядка, если, взявъ на (С) точку М', безконечно 
близкую къ М,и проведя черезъ М' прямую, не парал
лельную касательной плоскости къ (F) въ точкп М, 
до встртчи ея съ поверхностью въ точкп, М", по
лучимъ, что М'М" безконечно-малая порядка »-f - l 

Черт. 41. относительно разстоянгя ММ'. 
Если поверхность ( F ) определена уравнешемъ 

F(x, у, *) = 0 , (2) 

а кривая (С)—уравнешями въ параметрической форме (4), то данное 
опредвлеше приводить къ такимъ аналитическимъ критер1ямъ. 

Пусть М' имеете координаты хх. ух. и соответствуете значе-
н ш параметра t. Пусть M'M" = d и пусть Я, ц, v суть косинусы 
угловъ М'М" съ осями координатъ. Тогда координаты точки М" суть 

х = хх -f- Ы, 

z = z1-\-vd. 

Оне удовлетворяютъ уравненш (2), следовательно, 
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Раскладывая правую часть по строк* Taylor'a, имеемъ: 

О = F f o , ух, в,) + d(IF± -4-uF^ + VF;) + d»j& ( i6) 

ГДБ d22 означаетъ сумму членовъ, содержащихъ d въ степеняхъ 2-я 
и высшихъ. Точка М' по предположена безконечно-близка къ М; 
поэтому главная часть множителя при d,— то есть главная часть 

+ Равна (ZFx4-uF'v-\-vF^. ПОСЛЕДНЯЯ пропорщо-
нальна косинусу угла М'М" съ перпендикуляромъ къ плоскости, каса
тельной въ М къ (2) и, следовательно, въ силу сделанная) услов1я 
не равна нулю. Поэтому, чтобы уравнете (16) было выполнено, 

Vi, #i) и d должны быть одного измерешя. Но 

ММ' = V(x^xy + {у, —уу + —*)» = (h-t) fa' + ^ + S' + S. 

Поэтому, чтобы d было (и - j - 1)-го порядка малости относительно 
ММ', результате подстановки въ уравнете поверхности координатъ 
точки М', безконечно близкой къ М и лежащей на (С), должно быть 
(и-}-1)-го порядка относительно разности значенШ параметра, соответ-
ствующихъ точкамъ М и Ж ' . 

Если, следовательно, раздожимъ 

: F{xx, ух, ^ Т ^ М Ж Ж О ! , v\*±ih-t)\, z{<+(* i -0J] 

по степенямъ (tx — t), то въ разложенш должны выпасть все члены, 
содержащее (tt — t) въ степени ниже (и -f-1 )-ой. 

Такимъ образомъ, если F[<p(t), ip{t), %(t)] = Q(t), то для прикос
новения »-го порядка должны быть выполнены (к -j-1) условш: 

£ ( 0 - = 0 , £'(<) = ( ) , . . . . £<«)(<) = 0 . 

§ 5. Соприкасающаяся плоскость. 

Уравнете плоскости 

AX-4rBY-JrCZ+n = Q 

содержитъ три произвольныхъ постоянныхъ—отношенш 3-хъ коэффи-
щентовъ къ 4-му. Поэтому, чтобы плоскость имела съ кривою прико-
сновете возможно высшаго порядка, можно на нее наложить три условая, 



— 71 

т. е. плоскость можетъ иметь съ кривою прикосновение 2-го порядка. 
Для этого должны быть выполнены услов1я: 

(а> J .T-j -5 i /+Cfe + D = 0 , 

Ax'+By'-\-Cz'=0, (b) 

(с) 

гдъ предполагаем!., что х, у, z суть функщи t по (4). 
Исключивъ D изъ уравнешя плоскости съ помопцю (а), получимъ 

А(Х — х) + В ( Г — y) + C(Z — z) — 0, 

а услов1Я (Ь) и (с) доставать: 

A B C 

(d) 

г/ г г/ г х -X 3 х у —у х 

Подставляя въ (d) вместо А, В. С эти пропорщональныя имъ 
величины, получимъ уравнеше плоскости, имеющей съ кривою сопри-
косновеше второго порядка: 

(X—х) (yz'—z'tf) + (Г—у) (z'x"—xz") + (Z^z) {х'у'—ух") = О 

или въ виде определителя: 

Т—у Z—z У X—х 

х' 

х' 

= = 0 . ) 

Эта плоскость называется соприкасающеюся плоскостью Кривой (С> 
въ точке [М). ' 

Для касательной разности (X—a-), {Y—y), (Z—z) по (11) про
порциональны х, у, z; поэтому координаты каждой точки касательной 
къ (С) въ М удовлетворяюсь (17): соприкасающаяся плоскость прохо
дить черезъ касательную 

Соприкасающаяся плоскость содержитъ и безконечно близкую ка
сательную—въ точке, соответствующей (t-\-dt). 

Действительно, эта касательная, если ограничиться первою сте
пенью dt, имеете уравнеше 

X—x—x'dt_ T—y—ifdt^Z—z—z'dt, 
x-\-x"dt ~ y+y"dt ~ z^e'dT; 
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Называя а общее значеше трехъ отношена, имеемъ 

, X—x = x'(a-\-dt)-\-x".a.dt, 
Г—у = У (в -f-dt) -\ry".o.dt, 
Z—z = z'(o-}-dt)-\-z".e;dt. 

Эти значешя, очевидно, удовлетворяюсь (17), каково бы ни было а. 
i 

% 6. Нормальная плоскость, главная нормаль и бинормаль. 

Плоская кривая имеете въ каждой точке одну нормаль. Кривая 
въ пространстве имеетъ ихъ безчисленное множество. Все оне лежать 
въ плоскости, проходящей черезъ точку и перпендикулярной къ каса
тельной. Эта плоскость называется нормальной плоскостью. 

Ея уравнеше: 

х'(Х-х) + у' (У-у) + У (Z-z) = О. (18) 

Она пересекается съ соприкасающеюся плоскостью по прямой, 
проходящей черезъ точку (х, у, г) и называемой главной нормалью. 

Уравнешя главной нормали—(17) и (18)—или, если решить въ 
отношеши (X — х) и (Y—у): 

х ~ х _ Y — У — Z—г / 1 9 л 
Bz'—Cy' Cx'—Az' Ау'-Вх" 1 ' 

где А, В, С означаютъ коэффициенты въ уравненш соприкасающейся 
плоскости. 

Другая замечательная нормаль — перпендикулярь къ соприкасаю
щейся плоскости въ точке прикосновешя. Она называется бинормалью. 

Ея уравнеше: 
^-Zul-^tzl (20) 

А ~~ В — С 

Наконецъ, плоскость, проходящая черезъ касательную и бинор
маль и следовательно, .-яерпендивулярная къ главной нормали, назы
вается выпрямляющею плоскостью. Ея уравнеше: 

(Bz—Cy')(X—x) + (Cx'—Az')(Y—у) + (Ay—Bx')(Z—z) = 0 , 

или въ виде определителя: 

Х—х Y—y Z—z 
Q set х' у' г' 

V* A B C 



— 78 — 

Три эти взаимна перпендикулярный плоскости и три взаимно пер
пендикулярный прямыя ихъ пересечения составляютъ элементы связан
ная) съ точкою кривой треграннаго угла (тргэдра), который называютъ 
иногда основнымъ тр1эдромъ. Поставимъ слъдуюпгш условш относительно 
выбора положительнаго направленш касательной, главной нормали и би
нормали: основной тр!эдръ долженъ быть конгруэнтенъ съ системой прямо
угольны^, осей координатъ (т. е. при совмъщенш положительнаго на-
правлей^А, касательной съ положительнымъ направлешемъ, t оси Х-овъ и 
положительнаго направленш главной нормали- съ положительнымъ на-
правлешемъ оси Г-овъ положительное направлеше бинормали должно 
совпасть съ положительнымъ направлетемъ оси Z-ovb. При этомъ вы-
боръ положительнаго направленш касательной и главной нормали про
изволен^ но этимъ уже направлеше бинормали определяется вполне. 

Назовемъ косинусы угловъ съ осями координатъ, соответственно 
О Х , OY, OZ: 

касательной « , ß, у 
главной нормали . . . . I, т, л 
бинормали . . . . . . 1, ft, V 

Между этими девятью косинусами существуетъ рядъ соотношенЩ,— 
тбхъ самыхъ, которыя въ аналитической геометрш выводятся для девяти 
косинусовъ угловъ, которые делаютъ новыя прямоугольныя оси коорди
натъ съ прежними также прямоугольными. 

1) Сумма квадратовъ косинусовъ угловъ прямой съ тремя взаимно 
перпендикулярными прямыми равна 1; это даетъ во первыхъ: 

а* \-ß* \-уг= 1 I • "'. v ' 
P - f »i2-j-n2= l j , - • (I) 
X*+ u2-\- т2= 1 J 

во вторыхъ, то же соотношеше должно существовать и для оси ОХ 
(а также О Г и Ofc) относительно основного тр!эдра: 

а*+ 1*+ Я 2 = 1 | 

2) Условш перпендикулярности: • ж • 

касательной и главной нормали: . alJ

rßm-\-iYn = 0 1) | 
касательной и бинормали: . . ; аХ-\- ßp4ryt = 0 2) j (П) 
главной нормали и бинормали" . IX -\*ти -4- от = О 3) I 
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осей 
ОХ я OY: aß + Im + l u = о 1) 
OF я OZ : ßy4-mn-\-{iv = 0 2) 
OZ я OX : ya + nl-4-vl = 0 -3) 

3) YciOBie совместимости (конгруэнтности): 

(IF) 

= + l . (Ш) 
« 0 7 
I m n 

l u v 

4) Изъ уравненш (II) съ помощью (III) и (I) мы можемъ выразить 
три косинуса одной изъ прямыхъ при помощи шести остадьныхъ. 

Такъ, первый два уравнешя изъ (II), ръшенныя относительно « и ß, 
даютъ: 

« 

тт — пи nl — h lu—ml' 

Къ этимъ тремъ отношетямъ можно добавить равное имъ 4-ое: 
a.a + ß.ß+y.y =

1 = z l 

a (mv—пи) -\-ß{nl—lv) -\- y(l/i—ml) 1 

въ силу (I) и (III), 

Такимъ образомъ: 

a—mv—пи; ä—nl—lv; —ml. (I^"i) 

Подобнымъ образомъ решая 3-е и 4-ое изъ (И) относительно г и т , 
получимъ: 

I 
иу—vß va—ly Iß—fia' 

и общее значен!е отношешя получимъ, написавъ четвертое имъ равное: 

I . l-\-m . т-\-п . п 
; = + !• I (uy—vß) + т (va—ly) -f-n (lß—ua) 

Но это послъднее равно 1 , ибо и числитель по (I) и знаменатель 
по (III) равны 1, такъ что 

l = Uy — vß; m = va — ly; n = lß — ua. (IV 2) 

Наконецъ, решая 2-ое и 3-ье относительно I я и, найдемъ: 

I и У Я . 1 + и . u + v . У = 1 

ßn^y~m ~ yl—an ~ am — ßn~~ Hßn—ymy+pbl—a^+viam—ßn) 
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и следовательно, 

;. = ßn—yw; ц — yl — ß«; v — am— ßn. (IVj) 

§ 7. Кривизна и кручен!е. Сферическая индикатриса. 

Подобно тому, какъ это было сделано по отношению къ плоскимъ 
кривымъ, мерою уклонешя кривой въ пространстве отъ прямой или 
мерою кривизны можно принять отиошеше угла между двумя безконечно 
близкими касательными къ дуге между точками прикосновешя. Называя 
указанный уголъ ( = уголъ смежности) е, получимъ 

К = ~ (К 
as 

мера кривизны. 

Но кроме этого угла смежности, который является 
угломъ между двумя последовательными элементами кри-

Черт. 42. вой и который встретился уже въ теорШ кривыхъ плос-
кихъ, кривыя въ пространстве приводить къ новому понятш. 

У плоской кривой и третий элементъ и все npo4ie лежать въ 
одной и той же плоскости. Кривая въ пространстве въ плоскости не 
укладывается, и перейдя' отъ точки Ы къ точке М', получимъ въ М' 
новую соприкасающуюся плоскость. Уголъ между двумя безконечво-близ-
кижи соприкасающимися плоскостями характеризируетъ уклонеше кривой 
отъ плоскости. Онъ называется уиюмъ крученгя, и, мгьрою крученгя (или 
мпрою второй кривизны) называйте отнойкМе угла кручеяш къ эле
менту дуги ММ', йтакъ 

если т —уголъ кручешя. Отсюда и происходить придаваемое кривымъ въ 
пространстве наименоваше кривыхъ двоякой кривизны (Clairault), и вели
чине (1) — мгьры первой кривизны. 

Для полученш аналитическаго выражешя первой и второй кривизны 
удобно прибегнуть къ введенш понямя о такъ называемой сферической 
индикатрисп,. 

Представимъ себе систему прямыхъ, уравнешя которыхъ 

х = mz -f - р; у — т + q; 
или 

х — а _у — Ъ з — с 
и V IV 
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зависятъ отъ одною параметра. Чтобы характеризовать измвнете на-
правленгя этихъ прямыхъ съ измвнешемъ параметра, проводимъ черезъ 
никоторую точк£- прямыя, яараллельныя прямьшъ системы,—онв образу
й т е некоторую коническую поверхность; изъ той же точки, какъ центра, 
описываемъ сферу рад1усомъ, равнымъ 1, которая построенную кониче-
«кую поверхность пересечете по кривой. Эта кривая и называется сфе
рической индикатрисой для разсматриваемой системы прямыхъ. 

Совокупность касательныхъ къ кривой двоякой кривизны предста-
вляетъ систему прямыхъ такого типа: уравнете касательной зависитъ 
отъ того же независимая леремвняаго (t, «или ж), которое фигурируете 
въ уравнеш'яхъ кривой. Если черезъ 
какую-нибудь точку, напримеръ, черезъ 
начало координатъ, проведемъ прямыя, 
лараллельяыя касательнымъ, то на 
сфере, описанной изъ начала коорди
натъ рад1усомъ, равнымъ 1, получится 
кривая, какъ пересечете построенной 
конической поверхности со сферою, и 
какая-нибудь точка этой кривой имеетъ 
«воими координатами какъ разъ коси
нусы угловъ касательной съ осями ко
ординате (ибо а 3 7 * = 1). Уголъ 
безконечно близкихъ касательныхъ pa- х 
венъ углу параллельныхъ имъ обра- Черт. 4 3 -

зующихъ, и измеряется дугою кривой на сфере между точками встречи 
зтихъ образующихъ со сферою. Если б—дуга построенной сферической 
индикатрисы касательныхъ, то 

do' = da2 - f dß2 + dy3 и da = e. 

Такимъ образомъ 

К. У da1 + dß1 + аГ* 
ds 

величина, обратная К, называется радгусомъ кривизны (первой): 

1 (3) 

dx 
Но мы вид*ли, что а = и т. д. (§ 2). 

„Замен Ияпгат. Хари, упмр.* 
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Следовательно, 

da_ \dsj d2x 
ds ds ds* 

и т. д. Откуда 

А 
(4) 

ds ) + [ds*)+\ds*J 

Это и будетъ выраясеше радгуса кривизны, если независимое пере
менное въ уравнешяхъ кривой есть дуга (s — t). Если же независимое 
переменное какое нибудь другое t, то 

dx 
dx dt х' 
ds ds s 

di 

и следовательно, 

а 

da __s'x"~ s'x1 dt_s'x"—x,s" 
ds s'1 ' ds ? s " 

Такимъ образомъ 

/Jg\'_L W i ld7\2—(s'x'—*У)'+-(«У~ 
\dSyr\dS)^\ds)~ S'e » ; X , 

= f s ' 2 <*" 2 + *'*-) ~ 2 s V ( * V + у ' / + *V) + У » y t _ | _ / 2 ) } . 

Ho 

поэтому предыдущее выражение равно 

или по известной формуле Эйлера: 

= 1^+уП+гН)ь W- г'У"У2 - г ( « V - * ^ ) г + ( * V - *ЛО*} -
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Заменяя этимъ выражетемъ подкоренное количество въ (3), по
лучимъ: 

г = = ^ _ (*'» + у * 
V{y's"~ z'y"f+(z,x,'—x'z"Y+ (х'у"— У'*")2 

Если независимое переменное есть х, то х' = 1 , х'= О. Выражете 
упрощается, но принимаете несимметричный виде. 

Чтобы получить аналитическое выражете для мгъры крученгя (ве
личина обратная которой называется также раогусомъ крученгя, хотя съ 
нею не связывается такое геометрическое значение, какъ съ рад1усомъ 
первой кривизны) строимъ сферическую индикатрису бинормалей и, на
зывая элементе ея дуги do', имеемъ: 

т = do1 и do'= ]/dZ2 - f dp* -j- dv* 

Такимъ образомъ: 

Не останавливаясь на дальвейшяхъ преобразовашяхъ, перейдемъ 
къ выводу выражена производныхъ девяти косинусовъ,—такъ называе
м ы е формуле Freaet-Serret,—которыя были даны въ 1847 году Frenet 
и въ 1851 г. J. Ä. Serret. 

§ 8. Формулы F rene t -Se r r e t . 

Примемъ за вспомогательное независимое переменное дугу s, такъ 
что кривая определится уравнешями: 

x=(p(s), y = ip(s), 3=x(s). 

Означая снова производныя по этому независимому переменному 

значками (') (такъ что Н Т- Д-)> имеемъ: 

^ - f - y ä - f / 2 = l , (1) 

" аг'лг" + у У + ^ " = 0 . (2) 

Выразимъ 9 косинусовъ a,ß,y; l,m,n; I, и, v черезъ 
производныя координатъ по дуге: 

1) Касательная: мы уже имели 
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2) Бинормаль: косивусы ея угловъ пропорциональны коэффищентамъ 
уравнешя соприкасающейся плоскости; если множитель пропорциональ
ности означить г , то 

Я = г (у ' /—z ' y" ) \ u=~r(z'x"—x'z"); v = r(x,u"—y'x") (4) 

3) Главная нормаль: ея косинусы I, т, п можно бы определить 
по предыдущимъ формуламъ (§ 6, IV 2 ) - н ° можно и проще: по пре
дыдущему (§ 6, П. 1 и 3): 

al -\-ßm-{- уп = О, XI - j - цт -\- vn = О. 

Уравнеше (2) при помощи (3) перепишется: 

ax"+ßy"+yJ=0, 

а такъ какъ Я, у, v проиорцшнальны коэффищентамъ уравнев1я сопри
касающейся плоскости, то въ силу § 5 (с): 

kx" + iiy" + vz"=0. 

Сопоставляя эти два равенства съ выписанными выше равенствами 
(§ 6, И. 1 и 3), заключаема 

I т п 

или, если назвать h обшдй знаменатель трехъ отношешй: 

I = hx", т = hy", п = hz". 

Подставляя эти значенш х", у", z" въ (4), а также заменяя х\ у', z' 
по (3) и сравнивая съ § 6 (1У 3), получимъ h = r, т. е. 

l = rz", m = ry", n = rz\ (6) 

Возвышая въ квадратъ и складывая, находимъ: 

г 2(ж" 2 + 2 / 2 + ^ ) = 1 , 

т. е. снова приходимъ къ заключешю, что множитель г , нами введен
ный, и есть рад1усъ (первой) кривизны. 

Выводимъ формулы для производныхъ девяти косинусовъ по дуге. 
1) Касательная. Изъ (3), дифференцируя, имеемъ: 

а! = х", ß'=y", / = 
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или съ помощью (5): 

«' = 7 . '̂ = 7 . / = - (6) 

2) Бинормаль. Дифференцируемъ второе уравнете изъ (I) и 
(11,2) § 6,—выбирая tri уравнетя, дифференцироваше которыхъ не 
введетъ другихъ, не опредъленныхъ еще величинъ, кромъ X', и\ v'. 
Получимъ: 

XX' + ftp'4- rv' = О 
и 

аХ>-\- ßu'4- 7v'4- (а'Х - f + yfv)~0 

Но съ помощью (Ъ): 
а'Х + ß 'и + y'v — i (IX + ти 4- nv) — 0 . 

и следовательно, Х\ и\ v' связаны двумя уравнешями 

XX14-ии14-w' = 0 и aX' + ßu'4-yv' = 0 , 

сравнивая которыя съ (II, 3 и 1) § 6, видимъ, что X', и\ v' также про-
порщональны I, т, п, но, конечно, множитель пропорциональности 

другой,—пусть —, такъ что 

= = - (7) 

3) Главная нормаль. Для опредълетя ж', »' продифференциру-
емъ по s уравнетя (IV 2 ) § 6 ; найдемъ 

V = (/.'7 — v'ß) + (« / ' — г/9'), 
т ' = (»'а — A'p) -f- (va! — Ху'), 
п' = (Л'/? —/«'«) + ( V - / . о 1 ) , 

что съ помощью (6) и (7) принимаегь видъ: 

Р = | - (да/ —nß)4-±(fin — vm), 

— w o ) + f ( * » — / iQ, 

или, наконецъ, съ помощью (1V\) и (IY 3) § 6: 

r e _ 5 - i ; = = (8) 
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Выразимъ теперь у черезъ производныя координатъ по дуг*. Для 
этого найдемъ производныя к', у!, v' по(4) и подставимъ въ (7). Имвемъ: 

г' - + г(У 
г 

т 
— = г' 
Q 
~ = r'.. ~ + г(х'у'"— у'х'") 

(9) 

Умнозкаемъ эти равенства на I, т, п и складываемъ, причемъ 
во вторыхъ слагаемыхъ правыхъ частей замъняемъ сразу I, т, и че
резъ гх", г / по (5); найдемъ: 

т'-\- п'г г' 

: (Äl+ um + vn) - f г («/'г'"— г'у'") - f у" (г'х'"— х'г1") -
+ * W ' - 2 / V " > ] > 

что съ помощью (I. 2) и (III. 3) § 6 даетъ 

I х' у' ' г* 1 

I — - _ Г2 J ХП у » г Н 

° j jt '" 
или 

Съ другой стороны, возвышая (7) въ квадратъ И складывая, най-

х' у' г' 

х" у" я" 
У " г,'" 

(Ю) 

(10') 

демъ: 

1 = ; / 2 _ | _ ^ 2 _ | _ , , ^ 
т. е. - и есть мера кручешя, введенная въ предыдущемъ параграф*. 

Намъ остается составить выражете для рад1уса кручен1я, когда вспо
могательное независимое переменное t не есть дуга. Для рад!уса г первой 
кривизны соответствующее выражете уже есть. Нужно составить только 

х' 
определитель. Для этого заметивъ, что х^— — ,— будемъ писать просто: 

х' , st I d / х'\ 
xs = у означая знакомъ производную по t; и далее . -j ( — I ; 

•" — I d , " I — I
 d ll d Iх' 

X» -s'-'dr^-s'-dAsdtW s'zdt\s') + s'*-dP\s'J' 
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то же я для производныхъ у и г. Такимъ образомъ, обмъиивъ въ опре
делитель- мъста строкъ и етолбцовъ получимъ: 

У, у", y's 
/г *// 2. г. г. 

1 1а? 
s \s' 

$' 8' W 

S S S 

S IX 

s" Id 

•s'As' 

+ 4t 1_ 

если къ третьему столбцу придать второй, умноженный на и вы-
1 1 1 s " 

нести обпце множители - ; , -,- изъ-подъ знака определителя. За-
S S S г 

мънимъ теперь 

/х'\ х" x's" /Л'_х'" 9 * V _ . / Л ' 

и ко второму столбцу придадимъ первый, умноженный на -г=;кътреть-
/ s"V s 

ему придадимъ первый, умноженный на ( ^ ь останется 

1 
"7* 

s \ § s 

S 2 

X X X 

У У У 

если къ третьему придать второй, умноженный на 2 -т и вынести обпце 
1 1 

множители - г и - г членовъ 2-го и 3-го столбца изъ-подъ знака опре-
s s 

делителя. 
Такимъ образомъ: 

общее выражение мъры крученая. 

X X X 

У У У" 
z г з 
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Дояолнимъ предыдущая формулы еще обратными, 
п р о и з в о д и т , х, у, z по s черезъ девять косинусовъ: 

а/ = <х, у/ = ß, z'= 

I . т 
х у — —, z = 

г г 

отсюда, дифференцируя по s , находимъ: 

у по (3) 

= - по (5) 

• выраженьями 

(11) 

(12) 

г г* 

Точно также: 

(13) 

•ß mr' 
T T rg 

r иг' V 

r2 У rg 

§ 9. Соприкасающаяся шаръ. 

Уравнеше шара содержитъ четыре произвольныхъ коэффициента 
(три координаты центра и радоусъ), которыми можно располагать, чтобы 
достичь наиболее твснаго соприкосновев!я шара съ кривою; следова
тельно, соприкосновеше можетъ быть третьяк) порядка. Если 

(X - £ ) * + ( Г - $ ) « + (Z— £)г — R2= о 

ато уравнеше шара, то условш соприкосновения третьего порядка суть: 

<* — £ ) ' + (у — « ? ) * + ( * - £ ) * — № = О, (1) 

( x - § i x ' + ( y — (2) 

( я г - g) * ' + ( у - п) у"+ — з ' + х'*+ О , (3) 

( х — § ) ( у - л ) у " ' + (*—£) г '" + 3 ( x V ' - f у У ' + = 0 . (4) 

изъ которыхъ нужно определить g , ?/, £ и 7?. 
Уравнеше (2), выражаете нормальную плоскость, такъ что: 

центръ соприкасающимся шара л е ж и т ъ въ нормальной плоскости. 
Допустимъ теперь, что кривая выражена уравнешями, где за 

независимое, переменное принята дуга. 
Уравнеше (2) перепишется: 

(5) 
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Уравнете (3) приннмаетъ съ помощью (1) и (12) § 8 видъ: 

*(£—*) + т (q-y) + n(£ — г)— г = 0 (6) 

и (4) съ помощью (13) и (2) § 8: 

г1 

-\-jrJKg~x)-\-m(f}-у) + „ ( £ - * ) } + (4') 

4 ™ . * < ! - * ) + А « ( 9 - у ) + »(£ — «)}• 

Съ помощью (5) и (6) это уравнете заменяется такимъ: 

Ч§-*) + р(Ч—1,) + *(£—*) + 9г' = 0 (7) 

Умножая (5) на а, (6) ш I, (7) на Я и складывая, получимъ въ 
силу (I' , 1) и (II ' , 1 и 3) § 6: 

§ — <с— lr — XQT1. (8) 

Точно такъ же. умножая (5) на /? , (6) на т, (7) на и и склады
вая, получимъ въ силу (Г, 2) и (II ' , 1 и 2) §-а 6: 

V—у — тг — цог1. (9) 

Наконецъ, умножая (5) на у, (6) на п, (7) на v и складывая, 
найдемъ: 

£ — г ==• нг — vor'. (10) 

Возвышая (8), (9) и (10) въ квадратъ и складывая, получимъ по (1): 

B ä = = r 2 - + - p V i i (11) 

[съ помощью (I, 2 и 3) и (II, 3) § 6 ] . 
Координаты центра соприкасающегося шара определяются тремя 

уравнетями (5), (6) и (7), т . е . какъ пересечете трехъ опредъляемыхъ 
ими плоскостей,—параллельныхъ плоскостямъ основного траэдра: а) нор
мальной плоскости (5), о) плоскости (7), параллельной соприкасающейся 
и находящейся отъ нея на разстоянш, равномъ от*, и с) плоскости (6), 
параллельной выпрямляющей, находящейся отъ нея на разстоянш, рав
номъ г. Плоскости (5) и (6) опредъляютъ такимъ образомъ прямую, 
перпендикулярную къ соприкасающейся плоскости. Эта прямая ветре-
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чаетъ соприкасающуюся плоскость въ центре круга, по которому пересе
кается съ нею соприкасающШся шаръ. Координаты точки встречи опре
деляются, следовательно, уравнешями: (5), (6) и 

Я + + *) = о. 

Такъ же, какъ и выше, отсюда найдемъ: • 

g — x—lr, т) — y — mr, £—z — nr, (12) 

такъ что рад1усъ круга свченш равенъ г — pafliycy кривизны. Такимъ 
образомъ круюмъ кривизны для кривой въ пространства является кругъ, 
по которому переспкаегпъ соприкасающаяся плоскость соприкасающшся 
шаръ точки, кривой. Его центръ—центръ первой кривизны—лежитъ на 
главной нормали. Центръ первой кривизны лежитъ также вместе съ 
центромъ соприкасающагося шара на прямой (5),' (6), которая называ
ется осью кривизны или полярной кривой. Разстояше между этими двумя 
точками равно gr'. 

Чтобы яснее представить себе взаимное расположеше всехъ пере-
численныхъ лиши, вообразимъ себе, что плоскость чертежа есть нор
мальная плоскость въ точке Ж кривой, такъ что касательная перпен
дикулярна въ М х ъ плоскости чертежа. Соприкасающейся шаръ пере-

^ / - свкается нормальною плоскостью по большему кругу 
£ съ центромъ въ Cv MN'—бинормаль, MN—глав-

-Г^" 4^ ная нормаль и С (средина MN)—центръ кривизны 
^ (первой). MC и МCj—рад!усъ 1-ой кривизны и 
/ рад1усъ соприкасающагося шара. Изъ чертежа 

У видно также что ССг= gr1 равна MD—радгусу 
"""^ J~"" круга, по которому соприкасающейся шаръ пере

мер»». 43. секается выпрямляющей плоскостью. 
Можно присоединить къ этому еще, что уравнеше плоскости, ка

сательной къ соприкасающемуся шару, какъ перпендикулярной къ ра-
д!усу его МСХ, напишется: 

r[l.(X—x)-\-m(F—y)-{-n{Z~z)] — 
— gr'[X(X-x) + u(Y—y) + v(Z—z)]=0; (13) 

она, очевидно, проходитъ черезъ касательную къ кривой въ точке М. 
Уравнеше прямой, по которой нормальная плоскость пересекается съ 
этою плоскостью, напишется: 

Х-х Г-у = Z - z _ 
rX — Igr' гр — тог' rv — ngr' ' 

А 

/( 
' \ 
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а уравнете раддуса МСг съ помощью (8), (9) и (10) можегъ быть подуче
но подъ видомъ: 

X — х _ Y—y Z — s 
lr — kor' mr—fipr'~ nr — dqt'' (15) 

§ 10. Некоторые частные типы кривыхъ въ пространств*. 

* а) Линш, для которыхъ первая кривизна равна 0 (и г = о о ) суть 
прямыя. 

Действительно, если 

^ = v < 4 - » , 4 + < ' * o , (1) 

то при вещественныхъ функщяхъ х", у", z" должно быть въ отдельности 

< = 0 , # = о , < = 0 , 
и, следовательно, 

< = с » ' У.' = с 1 . < = е э > 
т. е. 

х— с . s-j- д, * у — сх. s 4- дг, г — с<2. s-\-d.2 , 

где с, и о\ — произвольный постоянный, и потому 

х — д у — dt z—д.2 

Со 
(2) 

а это—уравнетя прямой линш. 
Если обратимся къ выраженш для меры кручетя, то заметимъ, 

что определитель третьяго порядка, составленный изъ производныхъ 
х, у, z по s трехъ первыхъ порядковъ, имеетъ две строки, члены ко
торыхъ обращаются для прямой въ нули. Поэтому мера кручетя для 
прямой есть величина неопределенная. И действительно, всякая плос
кость, проходящая черезъ прямую, является ея соприкасающеюся пло
скостью, а потому и уголъ кручетя величина совершенно неопределенная. 

Ь) Кривыя, для которыхъ мера кручетя равна нулю, суть кри
выя плоекЫ. 

Если отбросить случай г = о о , К —0, когда, какъ сейчасъ ВИДЕЛИ, 
получается прямая литя , услов1е К = 0 сводится къ уравненш: 

х' у' s' I 

х" у" z 
х"' у'" z" 

= 0, (3) 
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которое, какъ показано въ § 1, выполняется кривыми плоскими. Теперь 
мы покажемъ, что обратно, если уравнете (3) удовлетворяется, то кривая 

x = <p(f), y=-y>(f), * = х(0 

будетъ плоская, т. е. <р, tp, х удовлетворяютъ линейному соотношенда 
съ постоянными коэффищеитами. Разложимъ (3) по элементамъ послед
ней строки; имеемъ: 

х" (y'z"— г'у") -4- у"' (Jx"— х'г") 4- г'" (х'у— у'х") = О. (3') 

Множители при х'", у'", г'" пропорщональиы коэффищентамъ 
А, В, С уравненш соприкасающейся плоскости. Заменяя эти множи
тели на А, В, С, получимъ: 

Л * " ' + А , " ' + С г " ' = 0 (4) 

Но А , В, С связаны соотношетями: 

Ах'4-Ву'+ С я ' = 0 , (5) 

Ах'+ Ву"4-Сз'=0. (6) 

Дифференцируя эти два уравнетя, получимъ: 

Ах"+ By" 4- Сг"4- (А'х'-Лг Ву'-\- C'z') = 0 , 

Ах'"4-Ву"'+Сг"'+ (А'х"4- By"4- CV) = О, 

уравненш, которыя съ помощью (6) и (4) приводятся к* виду: 

А'х'+Ву'+С^О, ' ' "! (7) 

A'ar+B'tf+CS^O. (8) 

Сравнивая (7) и (8) съ (5) и (6), видимъ, что А', В\ С должны 
быть соответственно цропорцюнальны А, В, С: 

А' В' С 

~А^В = С- <9> 

Если ABC все отличны отъ О, то (9) даютъ: 

(\gA)'^(]gBy^(\gC)\ 
или: 

lg A — \gC=\gP) 

l g £ - l g C = l g 0 , 
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где р и q произвольныя постоянный. Такимъ образомъ 

А*=С.р, B=^C.q. 

Подставляя эти значешя въ (5) и сокращая на СфО, имеемъ: 

ря'+ ?.¥'+ «'= О, 
откуда , 

рх -\- qy-{-s=a=. Const. 

т. е. х, у , 0 действительно связаны линейнымъ соотношешемъ съ по
стоянными коэффициентами при всякомъ значеяш t; все точки кривой 
лежать въ одной плоскости. 

Остался случай, когда одинъ изъ коэффищ'ентовъ, напримеръ, С 
равенъ нулю. Это значить что 

* У — у У = 0 , 

р = ± = ^ или {lgy')'^(lgx')\ 

следовательно 
l gy '== lga ; '+ Ige и у' = ех', 

что даетъ 
у = <?ж -f- б , 

т. е. снова между х, у (а г) существуете линейная зависимость: все 
точки кривой лежать въ одной плоскости, параллельной плоскости, па
раллельной плоскости ХОГ.— Если два коэффищента равны нулю, на
примеръ А = 0 и J3 = 0 , т. е. 

y'z" — z'y" = 0, z'x" — x'z" = 0, 
то 

xn~ya~z"' 

следовательно и третШ С равенъ нулю, уравнеше соприкасающейся 
плоскости неопределенно, мера первой кривизны равна нулю, получаемъ 
прямую. Такимъ образомъ, если (3) выполнено, то кривая плоская. 

с) Кривыя, которыхъ первая кривизна постоянная (но мера кручешя 
не равна нулю): предполагая К = Const,, а следовательно, отбрасывая 
случаи К = 0 и К = <х>, г = Const., имеемъ г = 0 . По формуле (11) § О 
рад!усъ соприкасающагося шара будетъ В=г— равенъ раддусу первой 
кривизны: все соприкасающееся шары въ различныхъ точкахъ такой 
кривой одинаковы; притомъ центръ соприкасающагося шара и центръ 



первой кривизны совпадают* (рг '= 0) и соприкасающаяся плоскость 
въ каждой точк* проходить черезъ пентръ соприкасающагося шара, 
Т а и я кривыя Е. Cesaro ' ) называетъ косыми кругами. 

d) Сферическгя кривыя. Если не только радаусъ, но и координаты 
центра соприкасающагося шара должны быть одинаковы, т. е. сопри
касающейся шарь долженъ быть одинъ и тотъ же для вст>хъ точекъ кри
вой, то кривая должна вся лежать на этомъ inapt; такая кривая назы
вается сферическою. Выведемъ условие, чтобы кривая была сферическою; 
предполагаемъ, что независимое переменное—дуга; должно быть 

а ^ - 0 - > = 0 ' 5 ^ - ° - а<*>-°-
Первое даетъ 

0 = 2 ( r r ' + p p y z - j - p W ) = 2pr' ( - - f qY - f or'] , 
или \ e . 

О = 2pr' l~ -f- (pr')' 
Далее: \ P 

0 = i i r = i s { x + l r - k Q r ' ] ^ x'+ l'r+ lr'~X • ? r ' ~ 1 ( P r ' ) ' ' 

или съ помощш (3), (8) и (7) § 8: 

Подобнымъ образомъ ,,,,«. 

Связанныя между собою соотношен1емъ: X* - f /<2 -f- v3 = 1 , вели
чины X, и, V одновременно въ нуль обращаться ие могутъ. Поэтому 
должно быть: 

1 + ( р г ' / = 0 , 
или 

^ 4 p ' r ' - f p r " = 0 . (10) 

1 ) Geometrie intrinseca, p. 144. 
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При этомъ выполнено и услов1е 

= 0. 

Соединяя точку сферической кривой съ центромъ сферы, получимъ 
нормаль къ поверхности и къ сферической кривой; эта прямая лежитъ 
въ нормальной плоскости; такимъ образомъ всп нормальный плоскости 
сферической кривой проходятъ черезъ одну точку—центръ сферы. Ана
литически убедимся въ этомъ, умножая равенства §- х=1.г, ц—у—т.г, 
g—z—n.r соответственно на х'—а, y'—ß, г'—у и складывая; съ 
помощью П. 1 § 6 получимъ: 

*' (й-х)+у' Oi-»)4-*" (£-*) = 0 . 

т. е. координаты центра сферы удовдетворяютъ уравненш нормальной 
плоскости.— Далее, опуская изъ центра сферы перпендикуляръ на со
прикасающуюся плоскость какой-нибудь точки, получимъ въ проэкцт 
центръ первой кривизны этой точки. 

е) Винтовая лингя,— замечательней кривая въ пространстве, ко
торая характеризуется темъ свойствомъ, что она лежитъ на прямомъ 
круговомъ цилиндре и встречаете все его образующая подъ одниме и 
темъ же угломъ 1 ) . 

Эту линш можно, следовательно, получить, навивая на такой ци-
линдръ плосш'й уголъ такъ, чтобы одна сторона навилась на основание 
цилиндра; тогда другая сторона опишете винтовую линш. Различаютъ 
винтовыя линш—правую и левую, смотря по направлеш'ю навиванш. 

Уравнения кривой можно получить изъ того или другого определешя. 
Действительно, пусть основаше цилиндра есть кругъ х2-\-у2 — а? въ 
плоскости ХОТ, а кривая делаете съ осью /^овъ уголъ q> = Const. Тогда: 

у = о, у — cos у = от , z'f=- т; 
следовательно 

г — ms - j - с. 
Постоянную с определит условаемъ, что началомъ дугъ будемъ 

считать точку встречи кривой съ плоскости) ХОТ; тогда 

е = О и z=ms — s cos q>. 

Две друп'я координаты точки кривой суть координаты ея проэкцш 
на плоскость XOY, которая лежитъ на круг*; и, следовательно, если 
направить ось Х-овъ въ начало дуге, то 

a; = «cos* , y = asint. 

i) Есля этого, у г о л прямо!, то пмучвмъ въ частиоств окружность. 
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им4емъ: 

или 

откуда 

Но * 2 = dx* + Ау% -\- ав%. 
Подставляя 

ах — — a sin t . dt, 

dy—acost. dt, 

ds — m ds = ds cos <p , 

ds2 (1—m 2) = ds*. s in 2 ? = аШ2 

ds = -±z . a dt; 
smcp 

~ sin <p " 

въ силу условш t — O при s — О . Двойной знакъ соотввтствуетъ правой 
или левой винтовымъ лин1ямъ. Ограничимся однимъ знакомъ (4-) для 
простоты. Тогда « 

S . Sin <jD 
а 

и уравнения принимають видъ; 

/sin у \ . /sin ср \ а; — a .cos l—^—si , у — a s m l s l , z — scos<p. 

Отсюда находимъ: 

. /sinqp- \ „ sin2Q» / s i n e Л <, 
x = — s m o p . s m l — ~ s \ , x = — —д c o s ( ~ ^ * } > 

,„ . s u r > . /sin CD \ 
x = s + _ J P E M ^ _ . J . 

\ а ) « \ a 
,„ sin*» /sin® 

* = / C 0 S ( « 

^^COSQP. s" = 2'" = 0 . 
Поэтому 

или 

г = ^ - г - = Const, 
sin*? 



Далее, 

Но 

х у г 

х у" Z" 

х"' у"' г" 
81П<ф 

ху'-х'У 

Такимъ образомъ 

1 sin g>. cos q> 

х у cosy 
х" у" О 
х у О 

sin 5 

« 2 . cos ф 
sin 4?) ( * У ' - у У ) 

С 
ИЛИ р: 

2« 
sin2g> 

: Const. 

Итакъ, винтовая лшгя, начерченная на прямомъ круговомъ ци
линдра, импетъ постоянную кривизну и постоянное крученге. 

Винтовая лин1я представляете, очевидно, частный случай косого 
круга, и радаусъ соприкасающейся сферы во всъхъ точкахъ ея одинаковъ. 
Винтовая линш есть единственная лишя, у которой постоянны оба ра-
fliyca 1-ой и 2-ой кривизны. Доказать это можно такъ. На основанш 
формулъ Френэ-Серре 

X' и' vJ г ' (1) 

Если р и г постоянны, это отношеше постоянно. Означимъ его 
черезъ к. Имъемъ: 

а'— к.Х'^О, ß'—k.p'=Q, y'—k.i<'=0. 

Следовательно, если обозначить некоторый постоянныя С, D, Е: 

а —£Я = С, ß — ku = D, y — k.v = E. ' (2) 

Умножая эти равенства на I, т, п соответственно и складывая, 
въ силу (II, 3) § 6 получимъ 

С . 14-D . т + Е . » = 0. (3) 

Соотношение это показываетъ, что главная нормаль разсматривае-
мой кривой перпендикулярна къ направленш 

С D 
[VC^+D-Ц^ЕГ^ fV+WZE?- \/V+D*+E--

Примемъ это направление за ось г-овъ. Тогда 

п = 0 (4) 
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^ a r c t a n g | r j = »1 
и следовательно 

и' 
^ r = t a n g ( x s - f - x ' ) : 

съ помощью (7) отсюда выводимъ: 

ж' = + cos (xs -4- х') 

/ = ± sin (xs -f- x') 
т. е. 

a; — a = — sin (xs 4 - x ' ) 
x 

и — 6 = — cos (xs + x ' ) . 
X 

(8) 

Уравнения (5) и (8) опредвдяютъ винтовую лишю. 

й такъ какъ 
И = : г . г", 

то 
^ = 7 = ^ , (5) 

Можемъ такъ выбрать начало координатъ, что А ^ = 0 , И следова
тельно 

8=*1\8. (6) 

Но изъ послъдняго уравнешя (2) 

у—Е кх—Е _ t у = ' ^• ••• = 1 —- = Const. 

т. е. ' 

ж ' / — t , V ' = «* Const. 

ft . т 

Такъ какъ кроме того въ силу (5): 

аг'а + уз==1 — *,« . (7) 
то 

х'у" — у'х"_ к,-~Е __ 
а;'2 ~ t r . ( 1 — t i » ) ~ П 0 С Т * ~ 

или по разделеши числителя и знаменателя на х'*\ 
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Отзгктн1гь, что CBifflCTBO, выражаемое уравнет1биъ<(3), выведен!) только 
въ предположенш, что постоянно отношете радаусовъ первой и второй кри
визны, т. е. принадлежать вс*мъ кривыиъ, для которыхъ раддусы 1-ой и 
2-ой кривизны находятся въ постояяномъ отнбшенш. Для всъхъ такихъ 
кривыхъ, следовательно, уголъ главной нормали съ определенным* на-
правленхемъ прямой и уголь касательной сътемъже направяешемъ есть 
величина постоянная. Если следовательно помянутое постоянное направ
ленш принять за ось т-тъ и соответственнымъ образомъ выбрать на 
немъ начало координать. а также начало дугъ, то такш кривые выра
зятся ураэнен1ямя: 

x=<p(s), y—ip(s), s=m.s. 

Это уравнете лиши, лежащей на поверхности цилиндра 

ж = 9> ( s ) , у = ч> (s) 
и составляющей съ его образующими постоянный уголъ. Все таыя линш 
называются также цилиндрическими винтовыми линиями, и въ отличие 
лиюя, лежащая на поверхности прямого кругового цилиндра, называется 
обыкновенного или круговою винтовою лишей. 

Замечательный и обширный классъ кривыхъ въ пространстве пред-
ставляютъ кривыя Бертрана,— такъ называются кривыя, въ которыхъ 
первая и вторая кривизна связаны линейнымъ соотношетемъ съ посто
янными коэффищенгами 

При Ь = 0 имеемъ г = а , т. е. косые круги суть кривыя Берт
рана; при а = - 0 имеемъ д = Ь, т. е. кривою Бертрана будетъ всякая 
кривая постояннаго кручешя, стало быть въ частности и всякая плос
кая кривая. Винтовыя линш можно также разсматривать, какъ предельный 
случай кривыхъ Бертрана,— если принять что а и Ъ стремятся къ без-
конечности, но что ихъ отношете стремится къ пределу cose: 

Ъ 
lim — — cos е. 

а—со ® 

Тогда уравнете (9) принимаетъ видъ уравнетя 

г = — q. l ange , 

характеризующаго винтовыя лиши. 
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% 11. ОгибающДя еемейства поверхностей (перваго рода). 

Разсмотримъ совокупность поверхностей, опредвленныхъ уравнешемъ 

F{x, у, z, « ) = = 0 , (1) 

содержащимъ параметра а, который можетъ принимать всевозможный 
значенш. Соответственно каждому значенш параметра имеемъ опреде
ленную поверхность семейства. Две соседюя поверхности соответствуюпйя 
значеншмъ параметра а и а-{-da, пересекаются по кривой, которая 
называется характеристикой и которая определится уравнениями (1) и 

F(x, у, г, a + da) — 0. (1') 

Последнее заменимъ уравнешемъ 

— [ Р О , у, г, a^-da) — F(x, у, z, «)] = 0 , (2) 

определяющимъ поверхность, проходящую черезъ ту же характеристику. 
Если въ F(x,y,z, а) параметръ а входить такъ, что первая и вторая 
производныя по а непрерывны, то (2) заменится уравнешемъ 

К(х> У' *•> а ' + т й а - ^ ( я : ' У' z•> а + 6«?а)^=0, 

или въ пределе для da = 0: 

F'a(x, у, z, а) = 0. (3) 

Для каждаго значенш а уравнешя (1) съ (3) определяютъ харак
теристику, и огибающая семейства поверхностей (1) есть геометриче
ское место характеристикъ, соответствующихъ всевозможнымъ значеншмъ 
параметра а. Ея уравнеше получимъ, исключая о изъ уравненш (1) и (3). 

Характеристика, соответствующая некоторому определенному зна
ченш параметра а, встречаете поверхность безконечно-близкую къ 
соответствующей этому значенш поверхности въ точкахъ, опредЬ-
ляемыхъ уравнениями (1) , (3) и уравнешемъ (1'). Въ силу двухъ пер-
выхъ последнее можно заменить другимъ,— именно: разлагая (! ') по 
строк* Taylor'a и принимая во внимаше (1) и (3), получимъ по разде
леши на da?: 

I ^ O , У> г, a) + ~daF^'(x, у, z, а + bda) — 0 , 

что въ пределе обращается въ 

У) z, а) = 0. (4) 
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Итакъ, предельный точки пересечения определятся уравненшми 
(1), (3) и (4); они называются характеристическими точками. Геомет
рическое место ихъ—кривая, уравнетя которой получимъ,' исключая а 
изъ (1), (3) и (4). Она называется ребромь возврата огибающей поверх
ности. 

Теорема I. Огибаюигмя касается каждой поверхности семейства 
вдоль соответственной характеристической линш. 

Уравнете огибающей мы можемъ разсматривать, какъ результат* 
подстановки въ (1) значенш а = др(х, у, г), полученнаго ръшетемъ (3) 
относительно а. Пусть а0 некоторое значете параметра, тогда 

F(x, у, z, я 0 ) = 0 , (1 0) 

F'a(x, у, s, а 0 ) = 0 , (3 0) 

соответственная характеристика. 
Пусть х0, у0, z0 какая нибудь ея точка, такъ что 

F(x0, so: ао) = °> (1'о) 

К (хо > Уо 1 Zo . ао) = 0 5 (З'о) 

последнее показывает*, что <р(х0, у0, z0) — a0. 
Карательная къ F{x, у, г, а0) = 0 въ точке (х0, у0, s 0 ) имеет* 

уравнете 

O~F'x(x0, у0, з0, a0)(X — x0)-{-F^{x0, у0, г0, a0)(Y — y0) + 

+ К (*о .• У о, *о , оо) ( Z — z0) , (5) 

а касательная къ огибающей въ точке (х, у, z) 

О = (F'x+F'a.a'x) (Х-х) 4-(Fy+F^.ay)(Y-y) + {F+F'a.a't)(Z-z). 

Съ помощью (3) это уравнение сводится къ 

0 = К ( я , «/, z, <p)(X — x) + F'y(x, у, z, <p)(Y—y) + 

+ у, z, <p){Z — z). (6) 

Для точки (x0,y0,z0) <р(х0, у0, z0) = a0 и, следовательно, (6) 
совпадаете съ (5). То же самое имеете место и во всякой другой точке 
той же характеристики, потому что для каждой точки ея у {х, у, z) 
иринимаетъ одно и то же значеше а 0 . 
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Теорема 2. Ребро возврата касается въ характеристической точкп, 
соответственной характеристики, а съ соответственной поверхностью 
семьи импетъ въ ней соприкоеновете порядка. 

Пусть снова а0—значеше параметра, (1 0)—соответствующая по
верхность семейства, (1 0), (3 0)—соответствующая характеристика и пусть 
(я?0, уй, ^—соответствующая характеристическая точка, которая кроме 
(1'о) и (3' 0) выполняете и уравнеше 

КЛ*о, Уо, го, а0)—0. (4'о) 

Считая, что ребро возврата определяется уравнешями (1) и (3), 
въ которыхъ внесено получаемое изъ (4) значеше , 

а = ьр(х, у. z), 
имеемъ вследств!е (4 ' 0 ) : 

У>(х0, Уо, zo) — "«-

Уравненш касательной къ характеристике могутъ быть написаны: 

F'x(x, у, z, « 0 ) ( Х — х)+ F'v(xxy, г>, a0)(Y—y) + 
+F't{x, у, z, a0)(Z—s)=:0, 

FL(x, У, *, у, z, а0)(У~-у) + 
+ F"ai(x, у, z, a0)(Z — z) = 0, 

а касательной къ ребру возврата: 

(К+К • О (Х-*) + < Г , + К • 4>'J (У~У) + (F's+Fe. v.') (Z-z) = 0 , 1 

(р:лк,-у>:) с * - * ) (Ky+Fi-K)(Y-y)+{K+K-*I&-i)=О; J 

последшя се помощью (3) и (4) сводятся кг виду: 

0 = F > , у, z, vp)(X-x)^F^(x, у, z, ip)(Y~y)+ ' 
+ F',(x, у, z, rp){Z-z), 

\ (8) 
0 = Fax(x, y , z , 4>)(X-x)-\-F:y(x, у, z, tp)(Y-y) + 

0-F;t{x, y, z, y)(Z—z). 

Для характеристической точки (x0, y0, z0) функвдя y>(x,y, z) 
принимаете значеше o 0 , и, следовательно, (8) приводится къ (7). 

уч 
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Чтобы доказать вторую пасть теоремы, возьмемъ шлреорц возврата 

точку (хх, уХл гх) безконечно-близкую къ (х0, yQ, е0) и пусть o t —со
ответственное значейе параметра, безконечно-бдизкое къ о 0 . Стало быть 

заменяя здесь ¥ ' + ( * х ' У х ' * х ' = 0 ' 

« i = a o + ( a i — «о)'. ^ 1 = ^ 0 + ^ 1 — ^ 0 ) , У г = У Л (Vi—У о)-. *1=*о+(*1—*<>) 

и раскладывая по строк* Taylor а, получимъ: 

O = F ; ( * O , У О , * О , « О ) + ( ^ Я ' ; ) О ( % - ^ О ) + ( ^ О ^ 1 - У О ) + 

+ ( О , К - во) + (Оо ( « 1 - «о) + - - - • 

предполагая, что (F^')o Ф О , и припомнивъ (4 ' 0 ) , закдючаемъ: 
изъ разностей (хх—х0), (ух—yQ), (zx—%) — та, которая низщаго 

порядка, должна быть одного порядка съ (ах—о0), т. е. ajr—а 0 одного 
порядка съ 

Подставляя же координаты точки {хх, ух, гх) въ уравнете 

F{x, у, z, я 0 ) = 0 , 
получимъ: 

^ O i > Уп *i> « о ) — У н * п ( O i 4 - a 0 - a i ) ) = 

— . F f o , y t , ^ , a j —(Oi —ao>i^(«i, Ун *i, «i) + 
1 Ун «i. a i ) — л о о (*u Л» ? i - a t) + '-« 1 2 1 ^ 3 

Но , yx, — точка ребра возврата, и ах—• соответствующее 
значете параметра, следовательно, 

F(xx, ух, zx, ej) = 0 , F'a(xx, ух, гх, ах) = 0, F^,(xx, ух, * „ в 1 ) = 0 

и по предположен™ 
С fa. й > *i> а ^ ф 0 ' 

Поэтому Ух, ^х, а0\—третъяго порядка относительно (ах—а0), 
т. е. по выше-доказанному 3-го порядка относительно rf —что и дока-
зываетъ существоваше прикосновешя 2-го порядка (ср. § 4). 
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§ 12. Развертывающаяся поверхности и кривыя двоякой кривизны. 

Замечательный случай огибающихъ представляютъ такъ называе
мый раавертывающьяся поверхности,— огибаюпця семейства плоскостей, 
заданныхъ уравнешемъ: 

u{a).x-\-v(a).y - j - со (a).z-\- ю (о) = 0 , (1) 

коэффищенты котораго зависягъ отъ одного параметра а; по преды
дущему §-у огибающая получается, если вместе съ (1) разсматривать 
уравнеше: 

и' (о) .а?4-У (а).у + оз' (а).г + ю' (а) = 0 , (2) 

гдв и1 (а), v' (а) и т. д. означаютъ производныя отъ и (а), v (а) и т. д. 
по параметру а. 

Исключая а изъ (1) и (2), получимъ уравнеше огибающей въ 
обычномъ виде. При каждомъ значенш параметра ( 1 ) й ( 2 ) опредвляютъ 
прямую лишю, которая и будетъ характеристической лишей развертываю
щейся поверхности. По этой прямой соответствующая плоскость (1) касается 
развертывающейся; такую прямую называютъ также образующей раз
вертывающейся поверхности. На каждой образующей находится одна 
характеристическая точка, определяемая уравнешями (1), (2) и 

и" (а). х + V(a).y + а" (а) . е 4т &" (а) — 0 . (3) 

Местомъ этихъ характеристическихъ точекъ является кривая (ребро 
возврата), которая, по доказанному выше, касается характеристики, т. е. 
имеетъ въ каждой точке касательного соответствующую образующую, а 
се плоскостью (1) имеетъ соприкосновеше 2-го порядка, т . -е . (1) слу
жить для ребра возврата соприкасающейся плоскостью. Такимъ образомъ 
съ каждой развертывающейся поверхностью связывается кривая двоякой 
кривизны. Обратно, разсмотримъ огибающую соприкасающихся плоскостей 
некоторой кривой двоякой кривизны: 

(a) l(X — x) + u(Y — y) + v(Z—z) = 0. 

Производная по параметру s даетъ: 

Я ' ( X - х) 4 - и' ( Г — у) 4 - v' (Z— з) — (Дж '4 - иу' + vz') = 0 , 

или съ помощью (7) и (11) § 8 и (Па) § 6: 

Щ ~[l(X-x) + m(Y-y) + n(Z-z)] = 0; 
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т. о. характеристикою является прямая пересвченш соприкасающейся и 
выпрямляющей плоскостей, т. е. касательная къ кривой. Чтобы полу
чить на характеристик* характеристическую точку, дифференцируемъ 

еще разъ (о), отбросивъ множитель —. Получимъ: 

0=1' (Х—х) + т' (Y—у) + и' (Z—z) — (Ix'4- ту'4- пг'), 

посдъднее уравнете выражаетъ плоскость, проходящую черезъ главную 
нормаль и при решети совместно съ (а) и (о) можетъ быть заменено 
черезъ " 
(c) ' 0 ^ a ( X - x ) + ß(Y-y)4-7(Z—z). 

Помножая (а) на к, (Ь) (где i отброшено) на I, (с) ик а я скла
дывая, получимъ: X — х — 0; точно такъ же, умножая соответственно 
н а / / , т, ß : Y — у —0, и умножая на к , и и у: Z—2=0. Три пло
скости имеютъ одну общую точку—точку кривой; всякая кривая двоякой 
кривизны такимъ образомъ является ребромъ возврата некоторой раз
вертывающейся поверхности, огибаемой ея соприкасающимися плоскостями, 
а характеристиками являются ея касателъныя. 

Назваше „ребро возврата" для геометрическаго места характе-
ристическихъ точекъ развертывающейся объясняется следующимъ его 
свойствомъ: кривая, по которой какая-нибудь плоскость пересекаешь раз
вертывающуюся, въ точкахъ переспченгя этой плоскости съ ребромъ воз
врата имеетъ точки возврата. 

Достаточно показать это для какой-нибудь илоскости, например* 
XOY, не занимающей особеннаго ноложев1я относительно кривой. 

Изъ уравнешй касательной къ кривой двоякой кривизны при z=0 
получимъ для координатъ точки встречи касательной съ плоскостью XOY: 

02 ßz 
(d) X = x — j , Y=y — - y . 

При переменномъ s это суть въ тоже время уравнетя въ пара
метрической форме кривой, по которой XOY пересекает* развертываю
щуюся поверхность — геометрическое место касательныхъ къ кривой 
двоякой кривизны, которую можно называть короче: поверхность каса
тельныхъ (Tangentenüäche). 

Отсюда, взявъ производную по s , получимъ съ помощью формулъ 
Frenet-Serret: 

y ' _ ÜL у — -
~~~r.f ~ ' r r . 7 i ' 
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Въ точке встречи кривой двоякой кривизны съ плоскостью XOY 
#=«=0, и следовательно, 

Х ' = 0 , У ' = = 0 , -

т. е. эта точка есть точка особенная на плоской кривой (d). 
При томъ 

при г = 0 обращается въ безконечность. Итакъ, это точка возврата. 
Примере. Поверхность касательныхъ винтовой лиши: 

х-a.cost, y = a.smt, г — m.a.t, (а) 

встречаете плоскость Х О Г по кривой: 

Х—х У — у __ _ z_ __ _ 
— у а; У 

(такъ какъ по (а): ж ' = — у , у'—х, х"=—х, у"—у, г'—та, / = = 0 ) . 
Итакъ Х = ж 4 - / « / , У = = у — и л и 

X = a ( c o s * - | - < s m t ) , P = a ( s i n f — H o s t ) , (b) 

это инволюта круга. 

Для * = 0 , X = a , Г«=-О—эта точка есть точка возврата, ибо 
X = a<cos* и Т'— at sin t обращаются въ нуль при < = 0 , а 

Х'Г-ГХ" j _ / Г \ ' _ 1 
X'* ~ Х ' \ ; Х ' ) — a L c o s ^ l - f c o s 2 0 ' 

при f = 0 обращается въ безконечность. 
Замвтимъ, что построеше кривой (Ъ) по точкамъ удобнее совер

шать по двумъ уравнешямъ, которыя следуютъ изъ (by. 

X 2 - l - r 2 = a 2 ( l - f ü 3 ) 
и 

X c o s / - } - F s m / = a . 
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Уравнете самой развертывающейся получается исключетемъ t 
изъ уравнешй 

Fcos< — Xsin< — — Z4-at = 0 т 

(уравнете соприкасающейся плоскости винтовой линш) и 

F s i n < + Xcos t~-а = 0. 

$ 13. Геометрическое жесте цеятровъ круговъ. кринкшы и цент
ров* соприкасающихся шаровъ. 

Какъ и для плоской кривой, мы можемъ разсматривать кривую— 
геометрическое МЕСТО центровъ круговъ кривизны,—которая въ пара
метрической форме изобразится уравнетями 

g = x-{-lr, Ц — у-{-тгi £ = z-\-m. 

Но на ряду съ этимъ можно разсматривать и геометрическое место 
другой точки, связанной съ данною точкою кривой,—именно центръ со
прикасающагося шара, соотвътствуюшаго этой точк*. Получаемъ другую 
кривую, связанную съ данной и въ параметрической форм* изображае
мую уравнетями 

|—ar-f- Ir—lQr', г) = у-\-тг — иог', £ = * -\-nr~ щг. 

Две кривыя совпадают*, если р г ' = 0 , т. е. для коеыхъ круговъ, 
когда г'=0. (Случай о — 0 приводить къ прямымъ линшмъ). 

Примеръ. Обыкновенная винтовая линш имеетъ геометрическимъ 
местомъ центровъ соприкасающихся шаровъ (и круговъ кривизны) кривую 

. s. sin <р 
£ = — a cos 2 ср cos 

a 
. s . sin OD 

n = — a cos* <p sin -
a 

£ = S.C0S<jP 

т. е. снова винтовую линю, только рад1усъ цилиндра есть а cos 3 f. 
Для сферической кривой вторая линш сводится къ одной точке. 

Но свойство эволюты плоской кривой,—что эволюта есть огибающая 
нормалей,—не принадлежитъ непосредственно ни той ни другой изъ 
вышеуказанныхъ кривыхъ. 

file://-/-nr~
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Прежде, всего, семейство кривыхъ въ пространств*, зависящее отъ 
одного параметра 

F(x, у, г, а) = 0 Ф{х, у, з, а) = 0 (а) 

вообще не имеетъ огибающей. Действительно, для этого нужно, чтобы 
пересекались две безконечно близгая кривыя, соответствуюппя двумъ 
безконечно-близкимъ значешямъ параметра, чего, вообще говоря, не будетъ. 
Пересекаться будутъ, вообще говоря, только некоторый кривыя семейства, 
соответствующая определеннымъ значешямъ параметра,— при которыхъ 
совместны четыре уравнетя: 

F—0; Ф — О, F'a — 0, Ф'а = 0. 

Вместо кривой мы получимъ такимъ образомъ только известное 
число точекъ. Кривая же литя , какъ огибающая, получится только въ 
томъ случае, когда уравнетя (а) удовлётворяютъ некоторымъ добавоч-
нымъ уСЛОВ1ЯМЪ. 

Такъ если имеемъ систему прямыхъ, зависящую отъ одного пара
метра, то для того чтобы эта система имела огибающую, последователь-
ныя прямыя (соответствующш безконечно-близкимъ значеншмъ параметра) 
должны пересекаться. 

Этому условш удовлётворяютъ касательный кривой двоякой кри
визны, которыя и имеютъ огибающею самую кривую. Но если возьмемъ 
систему главныхъ нормалей, на которыхъ лежать центры 1-ой кривизны, 
то эта система огибающей иметь не будетъ,-т-ибо дв4 безконечно-близыя 
главныя нормали не пересекаются между собою.; г 

Точно также не имеетъ огибающей и всякая Другая система нор
малей, въ томъ числе и нормалей, содержащихъ пентръ свнрн&асаю-
щагося шара. Мы можемъ скорее говорить объ огибающей нормальныхъ 
плоскостей. 

Упражнеше: вывести уравнетя кратчайшаго разстояшя двухъ 
безконечно-близкихъ главныхъ нормалей. Эта прямая называется цент
ральною осью. Уравнетя ея приводятся къ виду 

0 = i [ o ( X - * ) - i - / ? ( r - y ) + y ( Z - 5 ) } + 

+ ^[HX-x) + u(Y-y) + v(Z-z)], 

I(Х-х) + т (Y-у) + п(Z-s) = — 
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§ 14. Полярная поверхность и выпрямляющая поверхность. 

Огибающая нормальяыхъ плоскостей представляете другую развер
тывающуюся поверхность, связанную сь кривой двоякой кривизны. Здесь 
роль F(x, у, г, а) —0 играете уравнеше нормальной плоскости: 

a(X-x) + ß(Y-y) + y(Z-z) = 0. 

, Искомую огибающую получимъ, исключая s съ помощью уравнения: 

а'(Х - х) + ß' ( Г — у). + y'(Z~ ш) - (axr+ßy'+7/) = 

•.. • • • = . i p < X — *) + m(Y— Vy+n(Z—*)] — 1 = 0 . 

Сравнивая (5) и (6) § 9, замечаем*, что характеристиками для 
этой поверхности служатъ оси кривизны (полярныя прямыя); самая раз
вертывающаяся называется полярнаю поверхностью. Чтобы получить ха
рактеристическую точку, надо взять производную по s; тогда,, очевидно 
получимъ уравнеше (4') § 9. Такимъ образомъ характеристическою точ
кою будетъ центръ соприкасающагося шара и, следовательно, -ребромъ 
возврата полярной поверхности служить геометрическое мпсто центровъ 
соприкасающихся шаровъ. 

Касательныя этой кривой суть характеристики полярной поверх
ности,—полярныя прямыя; оне параллельны бинормалямъ данной кривой. 
И такъ какъ нормальная плоскость является для геометрическая места 
центровъ соприкасающихся шаровъ соприкасающеюся плоскостью, то 
бинормалями для него являются прямыя, параллельный каСательнымъ 
данной кривой. Отсюда же следуете, что глаеныя нормали для двухъ 
кривыхъ въ соответственныхъ точкахъ параллельны. 

Третья развертывающаяся, связанная съ кривой двоякой кривизны, 
есть огибающая третьихъ граней основныхъ тетраэдровъ—выпрямляю-
щихъ плоскостей. 

Эта поверхность называется выпрямляющею поверхностью '). 
Чтобы получить ея уравнеше дифференцируемъ уравнеше выпрям

ляющей плоскости 

l(X~x) + m(Y — y) + n(Z—e) = 0, 

•) Назвате выпрямляющей поверхности происходить отъ сл*дующаго ея заме
чательна™ свойства: если развернуть ее на плоскость, то кривая, которая на ней ле
житъ BctMH своими точками, обратится въ прямую линш. Этнжь же объясняется и на-
аваше выпрямляющихъ плоскостей. 
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до параметру s; получимъ 

Г (X — х) + т' ( Г — у) + п' (Z—s) — ту' + nz') = О 

или съ помощью формулъ Fremet-Serret и И, 1 § б 

О = - 1 [ а ( Х - Я 0 + / 9 ( Г - у ) + г ( 2 - * ) ] — 

- ^ ^ ( X - . r J - f ^ F - ^ + ^ Z - s ) ] . 

Уравнетя эти показывают*, что характеристическою литеЙ выпрям
ляющей поверхности является прямая, параллельная центральной оси. Это 
очевидно и геометрически: характеристика эта есть пересечете двухъ 
безконечно-близкихъ выпрямляющихъ плоскостей, перпеядикулярныхъ къ 
двумъ соотвътственнымъ главнымъ нормалямъ; поэтому она и должна 
быть перпендикулярна къ той и другой, а следовательно, параллельна 
ихъ кратчайшему разстоянш. Уравнетя ребра возврата долучимъ диф
ференцируя еще разъ по s второе уравнете; имеемъ 

но 
Г (X — х) + т" ( Y — у) 4 - п" (Z— z) — (Гж'-f т'у'+ n'z') = О 

\ г of г1 г p s р 

= а ^ - [ - Я — - — — и т. д. 

Такимъ образомъ съ помощью перваго эхо уравнете можетъ быть 
заменено следующимъ: 

- 7 = £ [ « ( х - * ) + * ( Г - у ) + г ( я - * ) Э + 
+ £ [ i (X - х) - f и ( Г - у) + V ( Z - 2)] 

Искомая точка ребра возврата можетъ быть следовательно опре
делена, какъ пересечете трехъ плоскостей 

l(X — x)^rm(F—y)4-n(Z — z)—0 

a(X-x) + ß(Y — y)4r7(Z—z). or 
rg — p r 

X(X-x)4-u(Y- y) + v{Z-z) = . Q t 

rg —pr 



Такимъ образомъ искомое ребро возврата выпрямляющей поверх
ности выражается въ параметрической форм* следующими уравненшмн: 

гр — рг 

гр — рг 

гр — р г 

§ 15. Особый точки кривой въ пространств!;. 

До сихъ поръ предполагалось, что кривая имеете въ своей точке 
определенную касательную и при томъ только одну. Такая точка—обык
новенная точка кривой. Но кроме того, какъ и плоская кривая, кривая 
двоякой кривизны можетъ иметь т а и я точки, въ которыхъ къ ней можно 
провести более, чемъ одну касательную. Ташя точки называются осо
бенными. 

Если кривая задана уравнешями въ параметрической форм*, то 
для особенной точки должны быть одновременно 

« ' « • О , у' = 0 , *' = 0 . (1) 

Если кривая определяется, какъ пересвчеше двухе поверхностей 

F(x,y,z) = 0, Ф{х,у,г) = 0, 

то для особенной точки должны быть выполнены уравненш (ср. § 3) 

F'.Ф' — F'.Ф' —0, Р'.Ф' — Р'.Ф' — О, Р'.Ф' — F'-Ф'—О. (2) 

Уравнешя эти удовлетворяются: 1) если одновременно 

^ = о , F ; = O , F',=0, 

Ф ; = О , # ; = О , # , = О . 

Въ этомъ случав становится неопределенною касательная плоскость 
къ первой поверхности иди ко второй поверхности icp. далее § 16). 
2) Если первыя производныя по х, у, z ни для F(x, у, z), ни для 
Ф ( ж , у, z) нулю одновременно не равны, то должно быть 



т. е. въ общей точке две поверхности F и Ф имвютъ и общую каса
тельную плоскость-, точка будетъ точкою касашя двухъ поверхностей. 

Чтобы определить угловые коэффищенты касательной въ такой 
особенной точке, представиме себе, что вместо х. у, s въ F = О и 
Ф = О введены значешя ихъ въ функщи вспомогательнаго неЗависимаго 
переменнаго t. Взявъ отъ полученныхъ такимъ образомъ тожестве про
изводныя по t, получимъ уравненш 

которыя для обыкновенной точки даютъ величины, пропорщ'ональиыя 
х', у', г'. Для особенной точки два уравнешя сводятся къ одному, и мы 
должны обратиться ко вторымъ производнымъ: 

К г - ^ л - Щ , • x'y'+F;,.y'^2F:,.X>s'+2f;,. 2 / V + F ; ; . ^ 2 + 

+ F'x. x"+ F'y. У 4 - . F ; . z"= 0 . ( 5 ) 

2 Ф ; ; . * y + 2 Ф х ; . z v - s - 2 Ф ; . j , v + ф;.*'*+ 

Коэффищенты при x",y",z" по ( 3 ) пропорщоналъны. Умножая ( 5 ' ) 
на множитель пропорциональности Я и вычитая изъ ( 5 ) , получимъ,—если 
Я обозначаетъ общее значеше трехъ отношений ( 3 ) : 

( f ; - w ; j ( F ; - Я Ф ; ) < F ; - ; w g ^ ' 2 + 

+ 2 ^ - Я Ф ; ) * у 4 - 2 ( F ^ - Я Ф ^ ) * v 4 - 2 № ; - А Ф Д ) » V = о . ( 6 ) 

которое вместе съ однимъ изъ ураввешй (4) определить дв4 системы 
х' у' 

значешй для — и —, которымъ соответствуютъ две каеатешьны*. Урав-

нешя этой пары касательныхъ будуть: 

1«) F ; (х-Х) 4-. Fy ( у - у ) + F ; (z-Z)=о 

равносильное въ этомъ случае съ 

к ( х - * ) + * ; ( у — у ) + Ф ; ( £ - * ) = о 

и уравнеше, получаемое заменою въ ( 6 ) х', у', z' пропорщональными 
имь величинами (X—х ) , (Т—у), (Z—z), 

2 о ) ( Р ; - Я Ф ; ) ( х - х ) * 4 - ^ ; - Я Ф ; » (г-j,>* 4 - С Р Д - Я Ф Д ) (z-*)» 4 -

4 - 2 ( ^ ; - Я Ф ; ) ( Х - Х ) ( г - * ) 4 - 2 ^ ; - Я Ф г ; ) (х-*) (z-z)+ 
4 - 2 ( ^ ; - Я Ф ; , ) ( F - J ) ( Z - s ) = о . (7) 



Смотря по тому, будетъ ли (6) совместно съ (4) давать дв* системы 
вещественныхъ значенШ или двй мнимыхъ, или дет. вещественныхъ сов-
падающихъ, имъемъ узелъ, уединенную точку, или точку возврата, 

Примеръ: 1°) узелъ: кривая пересъчетя эллипсоида 

х2 , ф г г 

съ шаромъ 

х2-{-у*-4гг1 = Ь2; (а>Ъ>с). 

2°) уединенная точка,: пересечете гиперболоида 

у2 

съ эллипсоидомъ 

- — = 1 
О,2 Ь* С 2 

4а 2 ^Ъ2^с2 

Какъ частный случай предыдущаго, является теорема: касательная 
плоскость переткаетъ поверхность по кривого, илаыощей точку при
косновения особенною. 

Ее можно доказать независимо. Примемъ касательную плоскость 
за плоскость XOY и точку касашя за начало координатъ, тогда 

ra{X-x) + F^Y-y) + F't{Z-z) = Q, 

при # = 0 , з/ = 0 , з = 0 (когда 0 = F ( 0 , 0 , 0)) должно приводиться 
къ Z = 0. Это доставляете: 

F'x{0, 0 , 0 ) = 0 , F ; ( 0 , 0 , 0 ) = 0 (8) 
И КрОМБ ТОГО 

F ( 0 , 0 , 0) = 0 . (9) 

Сечете плоскостью XOY есть кривая 

F{x, у, 0) = 0 . (10) 

Ея особенныя точки определяются условшми: 

р;(х, у, 0) = 0 , F ; ( « , у , 0 ) = 0 . ( И ) 

Эти условш выполняете въ силу (8) точка (О, О, 0 ) , по (9) при
надлежащая кривой (10). ' 

„Зытсжв Н и п ш , Х»ри. Увиер." 8 



— 1 1 4 — 

I I I . Поверхности. 

% 16. Касательная плоскость и нормаль. 

Мы уже ВИДЕЛИ (§ 3), что для поверхности 

F(x,y,z) = 0 (1) 
плоскость 

F'x {X~x)-4rF'y{ Т— у) + F; (Z-z) (2) 

есть геометрическое мъсто касательных* ко вс*мъ кривым*, которыя 
можно провести на поверхности черезъ точку М = (х, у, г); она назы
вается карательною плоскостью; М—ея точка прикосноветя. 

Если уравнея1е поверхности дано под* видом* 

з = Да:, у), (3) 

то для краткости обозначают* 

dz dz 
_ = р И _ = д . 

Тогда уравнение касательной плоскости напишется 

р(Х— х) -f q{Y—у)— ( Z — z ) — 0. (4) 

Перпендикуляр* къ касательной плоскости, возставленный въ точк* 
прикосновения, называется нормалью къ поверхности. Его уравнетя: 

К ~ f; ~ F ; • ( 5 ) 

если поверхность задана уравнетемъ (1), и 

р q — 1 ' w 

если поверхность задана уравнетемъ (3). 
Косинусы угловъ нормали съ осями определятся для (5), как* 

величины, пропорцшнальныя коэффищентамъ (2), а их* абсолютный 
значетя—изъ ycioBia 

cos 2 (и, ОХ) + c o s 2 ( П ) ОТ] + cos 2 (и, ÖZ) = 1 , 
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такимъ образомъ найдемъ; 

cos (п, ОХ) = ± cos(п, OY)— ± 

Vf?+f?+f'/' 

f ; 

vf?+f?-\-f:-

Для (6): 

cos (п, ÖX) + 

cos (и, 0 Z ) = ± 

cos (и. OF)= ± 
,2 ' 

j / l + ^ - r - e » * 

Двойной знакъ соответствуете двумъ направденшме нормали— 
внутреннему (направленному къ точкамъ, где F(x, у, z) <С 0) и внеш
нему (направленному къ точкамъ, для которыхъ F(x, у, а ) > 0 ) . 

§ 17. Особенный точки поверхности. 

Касательная въ точке поверхности ( 1 ) § 1 6 только тогда опре
деленна, если три величины F , ' , F Y ' , F't не равны одновременно нулю. 
Be случае, если для точки поверхности 

то уравнеше (2) § 16 обращается въ тожество: 0 = 0 . Тогда беремъ 
вторую производную [(5) § 15] . Съ помощью (1) оно принимаете по 
умножеши на dt* видъ 

Но для прямой касательной къ поверхности dx, dy, dz пропор
циональны (Х—х), (Y—y), (Z—z), следовательно, (2) должно выпол
няться и при подобной замене, т. е. должны иметь: 

F ; = O , F ; = O , F ; = O , ( О 

FlM + F^dtf + F > * + ZF^dxdy + 2Fx\dxdz-\-
-\-2F^,dydz = 0. (2) 

F ; (x-XY+f;, (Y-yf+K ( z - * ) 2 4 - 2 F , ; (x-xw-y) + 
+ 2 F ; ; (x-X) (z-z) + 2 F ; ( y - v ) (z-Z) = о. (3) 

Это уравнеше выражаете коническую поверхность, или пару плос
костей, иди две совпадающая плоскости. Соответственно этому различаюгь 



точки коничесшя, бипланарныя и унипланарныя. Точка будетъ бипла-
нарною, если равенъ нулю определитель: 

F". F" F" 
М X'

 х
 ху XI 

F" F" F" 

F" F" F" 
-1 я* л у* л г1 

= 0 . (4) 

Точка будетъ унипданарною, если (3) представляетъ полный квад-
ратъ, т. е." если . 

F ' . F . о, 

f ; . f : - ( f " Y = o, 

(5) 

(при этомъ и определитель (4) обращается въ нуль). У с и ш я (4) и (5), 
выражая что (3) распадается на два множителя или представляетъ пол
ный квадратъ, получаются такъ, какъ это выводится въ аналитической 
геометрш на плоскости при изследоваши общаго уравнетя 2-ой степени. 

Примеры. 1) Если циссоида 

(х-}-2ау + ху*=0 

[за ось Г-овъ взята асимптота] вращается около оси Х-овъ, то полу
чаемая поверхность 

(х -\- 2а)з -+- X (у2 + я 2 ) = О 

въ точке ( ж = — 2 а , у = 0, г = 0) имеетъ касательный конусъ 

Г 2 + Z* = о, 

приводящейся къ одной прямой—оси Х-овъ. 
Если же циссоида вращается около асимптоты, то образует* по

верхность 

(я 2 + у2) (х3 + if - f 2 2 + 1 2 а 2 ) _ 4а2 {3 (х2 + у') 4а 2}2 = 0 , 

для которой каждая точка круга 

2 = 0 , х*-\-у*=;4а?, 

будетъ унипланарною точкою. 
2) Вращешемъ строфоиды 

{х1 -\- у*) х = а (х* —- i 



около оси Х-овъ получаемъ поверхность 

(х3 ~\-у2~\- z3) х — а (х2— у2 — z2) — О, 

имеющую въ начале координатъ касательный конусъ 

X* — Г 2 — Z 2 = 0 , " 
это точка коническая. 

Если же строфоида вращается около асимптоты, то поверхность 

(х3 + у2 -\-z3)2 (х1 -\-у*) — а 2 (ж2 + у3—а3)3 = О 

въ каждой точке окружности х3~\-у3 — а2 имеетъ бипланарную точку. 
Въ этихъ примерах* мы встретились се новою еще особенностью 

поверхности—двойными или особенными лингями, каждая точка которыхъ 
есть особенная точка поверхности. 

Въ дальнейшем'!, мы будеме разсматривать обыкновенныя точки 
поверхностей. 

§ 18. Главный касательный. Аснмптотическш л и н ш . 

Пусть поверхность задана уравнешемъ: 

z*=f(x, у) ( 1 ) 

Точка ея, безконечно-близкая къ (х,у, z), пусть имеетъ координаты 

x + dx, y^dy, г - f Д г , 
где изъ (1) 

Az = f{x + dx, y-\-d,y) — f(x, у) = 

=pdx -f- qdy -f- \- (rdx2 -f- 2sdx dy -f- tdy3) -f-

-\--^^(kdx^-\~b^3dy-[-.bnMlxdy3-\-ndy^) 

если для краткости вторыя производныя z по х и по у означимъ г, s, t, 
а третьи производныя черезъ к, I. т, п. 

Опустимъ изъ нея перпеядикуляръ на касательную плоскость въ 
точке (х, у, г) 

(Z — z) — р (X — х) — q(F— у) — О. 
Оне имеетъ своимъ выражешемъ 

&z — pdx— qdy__ 1 / rdx2-{-2sdxdyJ

rtdy2\ ^ 
^ l + p i - l - g i ~ 2 \ } / ' 1 4-i> 2 + q2 ) 



Итакъ: перпендикуляр* изъ точки поверхности, соседней съ точ
кою (х, у, г), на касательную въ атой ТОЧКЕ плоскость есть безконечно 
малая 2-го порядка относительно дифференщадов* координатъ. 

Но если dx, dy таковы, что 

rdx* - j - Isdxdy -f- tdy* = О , (3) 

то этотъ перпендикуляръ будетъ безконечно малая 3-го порядка. 
Уравнете (3) подчиняете каждой ТОЧКЕ плоскости ХОТ два на-

правлетя, въ пространств*—ДВЕ плоскости, перпендикулярныя къ ХОТ, 
которыя пересБкаютъ касательную плоскость по двум* прямым*, ИМЕ
ЮЩИМ* съ поверхностью соприкосновете 2-го порядка. ЭТИ прямыя на
зываются главными касательными поверхности. 

Уравнейе (3) есть дифференщальное уравнете, которое, будучи 
проинтегрировано, доставите два соотношетя вида Ф (х, у) = с, кото
рыя опредълятъ въ пространств* систему цилиндровъ, выръзающихъ на 
поверхности кривыя, въ каждой своей точк* имъюпЦя касательными со-
отвътственныя главныя касательный кривой. Эти кривыя называются 
кривыми главныхъ касателъныхъ или асимптотическими лингями. 

Такъ, для гиперболическаго параболоида 

z — \{x2 — y2) 

•r = 1 , s = 0 , t=* — 1 
и уравнете (3) будетъ таково: 

dx2 — dyi^O, 
оно распадается на два: 

dx — dy = 0 и dx -f dy = 0 , 
откуда 

у — х — с, у + х = с', 

плоскости, пересъкаюпия поверхность по прямолинейнымъ образующим*: 

у — х = с, г = ^(х + у) 
и

 е . 
у + х=с', г=-.-(х—у). 

Применим* критерш прикосновешя к-го порядка л и т и съ поверх
ностью къ случаю соприкосновешя прямой, проходящей черезъ точку 
(х, у, г) поверхности 

z=f{x,y) (1) 
съ этою последней. 
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= 0, (4) X и 
такъ что 

X = x-{-Xo, Y—y + uo, Z=e-\-va. (4') 

Подставляя въ (1) , должны ИМЕТЬ разность 

Z-f(X, Г) 
безконечно малою 2-го порядка для соприкосноветя 1-го порядка. 

Но 

Z—f{X, Г) = я + »в — Д ж + Яв, у + иб) = 

= 0(v — pX-qu)-j{rV4r 2sXu + tu*} — . . . 

(ибо z — f(x, y) = 0 въ силу (1)). 
Для соприкосноветя 1-го порядка прямой (4) съ поверхностью (1) 

должно быть, СЛЕДОВ., 
т — ).р — pq = 0 , . 

или 

lp-jr/iq — v = 0', (5) 

т. е. прямая должна быть параллельна касательной плоскости: 

Z—a — р(Х—х) —q(Y—у) = 0 . 
Она проходить притомъ черезъ точку прикосновешя, следовательно 

вся лежитъ въ касательной плоскости. 
Прикосновете будетъ 2-го порядка, если X, и, v, выполняют* 

сверхъ (5) еще услов1е 
гЯ2 + 2spX-{-tu3 = 0. (6) 

• Это будетъ главная касательная. Въ каждой точкъ ихъ ДВЕ, и при 
томъ вещественныя и различный п р и г * — s 2 < 0 , мнимыя при rt—s2>0 
и совпадающая при rt — s 2 = 0 . 

Задача разыскашя кривыхъ, лежащихъ на поверхности (1) и имъ-
ющихъ въ каждой точки своею касательного одну изъ главныхъ каса-
тельныхъ, приводить къ уравнешямъ: 

dx dy dz 

ГДЕ Я, и, г опредълены уравнетемъ (6), т. е. отъ (6) къ дифференщаль-
ному уравненш (3) асимптотическихъ линш поверхности,. 

Пусть уравнения прямой 

X— х _Т— у Z — s 
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Къ этимъ же кривымъ придемъ, разыскивая те лежашдя на по
верхности кривыя, для которыхъ соприкасающеюся плоскостью въ каж
дой точке является соответствующая касательная плоскость, и коихъ 
бинормаль, следовательно, совпадаете съ нормалью поверхности. 

Последнее услов1е даетъ: 

ра-{- q3 — у = О, pi -+- qm — « = О, 
или 

px'-\-qy'—z'=* О, рх"+ qy'— z"= О. 

Дифференцируя первое по дуге (х, у, z по уравненш кривой 
линш суть функщи дуги), имеемъ: 

рх"+ qy"- z"+ р'х' + q'y' = 0 , 

что въ силу второго сводится къ 

pV-4-g>y==0. 
Но 

р' =- гх' -J- sy', q' = sx'-\- ty . 

Такимъ образомъ имеемъ: 

ra'2-j- 2sx'y'+ fy'2=0, 
что по умноженш на квадратъ дифференщала дуги и даетъ уравнеше (3). 

Полученное въ начале этого параграфа выражете для длины пер
пендикуляра изъ точки поверхности на касательную плоскость понадо
бится намъ и въ дальнейшему 

Be даяномъ вопросе мы могли бы обойтись безъ него, если бы 
применили для нахождешя прямой, имеющей возможно выспнй поря-
докъ прикосновешя съ поверхностью 

* = f(x,y) (1) 

общш пр1емъ. Пусть М(х, у, z) — точка поверхности, и 

Х—х Y—y Z—z 
L М 

(7) 

проходящая черезъ нее прямая; означая общее значеше трехъ отношенШ 
черезъ г , напишемъ уравнешя прямой въ параметрической форме: 

X = x-\-Lt, У=>у + Мт, Z=Z-\-NX. 
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Для соприкосновешя и-го порядка функщя 

* ( * ) = *-t: JV* — A * + £ r , у + Л/т) 

и ея производныя до и-го порядка включительно должны уничтожаться 
при г = о . Отсюда такъ какъ 1-ое условхе Ф(0) = 0 уже выполнено, 
получаемъ 

N — L~ — М ~ = о или N—pL — qM — O. (8) 

дЧ дЧ дЧ 
— ^ V — 2 -г-4- 2 Ж — ^- М2= О или rZ 2 -4- 2 s i 3 / + Ш 2 = О (9) 

дх2 дхду ду2 1 v 

- Р L*— 3 -?Lr L2M- 3 L№ - J ( = О 

или (10) 
к L* -f- 3 № Ж -f 3m . LM2 + nM* = 0 . 

Если выполнено (8), прямая (7) имъетъ съ поверхностью (1) при
косновете 1-го порядка; услов1е (8) выражаетъ, что она перпендикулярна 
къ нормали; такъ какъ она, кроме того, уже проходитъ черезъ точку 
поверхности, то она лежитъ въ касательной плоскости. Прямая, прохо
дящая черезъ точку поверхности и лежащая въ касательной плоскости 
имгьетъ съ поверхностью прикосновете перваго порядка. Но если L, М, N 
удовлётворяютъ и уравненш (9), то прямая имъетъ прикосновете 2-го 
порядка: въ касательной плоскости черезъ точку прикосновешя прохо-
дятъ Д В Е прямыя, имъюпця съ поверхностью прикосновенье 2-го порядка. 
Это главный касательныя. Уравнетя (8), (9) ВМЕСТЕ съ уравнетемъ 
Z 2 - ) - М2-{-N2— 1 ВПОЛНЕ определяют* L, Л, N. Прикосновенш более 
высокаго порядка не имъетъ ни одна прямая, проведенная черезъ про
извольно взятую точку поверхности. Но подобно тому, какъ у плоскихъ 
кривыхъ существують точки (точки перегиба), въ которыхъ касательная 
имъетъ съ поверхностью прикосновете не 1-го, а 2-го порядка, такъ и съ 
поверхностью, если кроме (9) выполняется и (10), прямая (7) имветъ 
прикосновете 3-го порядка. Уравнете (9) и (10), однородный относительно 
L и М, приводить къ соотношенш между х ау, которое въ плоскости XOY 
опредЕляетъ кривую, а въ пространстве цилиндръ, вырвзающШ на по
верхности (1) кривую, черезъ каждую точку которой можно провести 
прямую, имеющую съ поверхностью (1) прикосновенш 3-го порядка. 

Если наконецъ это уравнете удовлетворяется всеми точками по
верхности, то последнее свойство принадлежитъ всемъ имъ. Такш поверх-
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Разстояше ММ' — 

ГДБ 
= У Е(их — M 0 ) s - f 2F(u1 — щ) (vx — v0) -f G (vx — v0)> -4-« , 

IdxV fdy\», (dz\* 
Е-\о71) + \Щ'г[ди)' 

/дх\ /дх\ j _ /ду\ (ду_ 
\duj\dvj 1 [duj\dv 

dz \ [dz 
du I \ до (1) 

(въ производныхъ должно подставить и — и0 и v — v0) а е— остальные 
члены разложешй, содержание (иг—и0) и (г^—v0) въ третьей и высшяхъ 
степеняхъ. Такимъ образомъ главная часть ММ' есть 

\/Е(щ—и0У + 2 F Ö ^ _ M o ) (ih-v0) + G {V.-VOY: 

ности называются линейчатыми. Исключеше L, М изъ (9) и (10) даетъ 
соотношеше между частными производными 2-го и 3-го порядка отъ г 
по х и по у, которому удовлетворяют^ подобный поверхности (см. дал. § 36). 

§ 19. Соприкосновен1е поверхностей. 

Определение: Двп> поверхности импютъ въ общей точкп, М при
косновете порядка п, если взявъ на одной изъ нихъ 
точку М' и проведя прямую, не параллельную каса
тельной плоскости ко второй, до переспченгя со второю 
поверхностью въ М", получимъ разстоянге М'М"—без-
конечно-малую (п-\-\)-ю порядка относительно ММ'. 

Черт. 44. 

Пусть F(x, у, г) —0 уравнеше 2-ой поверхности, а уравнешя 1-ой: 

х — <р(и, v), у = у,(и, v), s = x(u, v). 

Обозначимъ координаты точекъ: 

М : <г0 = 0> К , v0). у0=^гр (щ, % ) , zQ = х К , %>. 

Ж: x1 = <p(u1,v^), у1 = гр(и1, vx), zx = х (« i , » i ) . 

file:///duj/dvj


Съ помощью извъстнаго тожества Эйлера можно представить 

~~ \ди' dv du' dv j ' \dv ' du dv ' duj~' \du 'du dv'dul' 

Стало быть подъ корнемъ стоитъ выражеше, не разлагающееся на 
вещественные линейные множители и потому не уничтожающееся ни 

. ь\ — vn 

при какяхъ вещественныхъ вначеншхъ отношения— - . 
« х - « о 

Поэтому ММ' одного порядка съ разностями (м х— « 0 ) и (vx— v0). 
Если означимъ Черезъ d разстояше М'М" и X, и, v—косинусы 

угловъ М'М" съ осями, то координаты М": 

x — x^Xd, y = yx-\-ud, 3 — 3x-\-vd. 

Подстановка въ F = 0 даетъ: 

F(x, у , 3)=F(xt, А , zO-RD.iXF^+fiF^+rFj + cP.E, 

гдъ d2.E—сумма членовъ, содержащихъ d во 2-ой и высшихъ степенях*. 
Если главная часть 

то 

F{xx, уг, гх) и d 

должны быть одного порядка малости. Но главная часть 

ед- UF^+ VF;;=XF;o+ uF'^r vF;a.. 

а это выражеше пропорцюнально косинусу угла нормали къ F=0 въ 
М съ М'М" и потому не равно нулю, такъ какъ прямая М'М" не па
раллельна касательной плоскости въ М къ F — 0). 

Поэтому F(xt, уг, зг), гд4 вместо хх, ух, гх должны быть под
ставлены ихъ выражетя въ функщи (их + vt), разложенный по степе-
нямъ (их — м 0 ) , (i\ — 1 ' 0 ) , должна быть порядка (п 4- 1)-го относительно 
этихъ разностей. 

Если, въ частности, обе поверхности заданы уравнешями: 

* = У), 3 = F(x, у), 
то 

и = X , V = у 

и услов1е прикосновешя и-го порядка будетъ: часпшыя производныя до 
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порядка п включительно должны имптъ въ общей точкп, одинаковыя 
значетя. Это даетъ для соприкосновешя п-го порядка 

, ч (п-4-1)(н + 2) 
l + 2 + . . . + t n + l ) = V ' l 2 

условий. 
Здесь также можно задаться вопросомъ о нахождеши поверхностей 

определенная типа, имвющихе наибольшее возможное прикосновете съ 
данной поверхностью въ некоторой данной ея точке. 

Уравнеше плоскости содержите три произвольныхъ коэффициента и, 
следовательно, плоскость можетъ иметь съ поверхностью прикосновете 
1-го порядка: первое ycaoßie—проходить черезъ точку (х, у, г) поверх
ности—пусть уже наложили; остается въ уравнеши 

А(Х — x)+B(Y— y)^-C{Z — z) = 0 

такъ определить А, В, С, чтобы были одинаковы частныя производ
ныя г по х и по у для этой плоскости и для поверхности; для этого 
должно быть: 

А В 

такъ что получаемъ по разделенш на С: 

— Р(Х—х) — q (Y—у) -f- (Z—в) = 0 , 

это уравнеше касательной плоскости; такиме образомъ касательная 
плоскость имгъетъ съ поверхностью соприкосновете 1-го порядка. 

% 20. Соприкасавшейся параболоид?,. 

Уравнеше шара содержитъ четыре коэффициента, а для соприкос-
новешя 2-го порядка требуется шесть условШ; поэтому для получешя 
поверхности, имеющей соприкосновете 2-го порядка надо взять другую 
поверхность, имеющую шесть произвольныхъ коэффищентовъ. Такою по
верхностью является параболоидъ, уравнеше котораго 

Z = А + ВХ -Ь С Г + \ (DX* + 2ЕХ У - f FY2), 

содержитъ какъ разъ шесть коэффищентовъ. 



Прежде всего введемъ ycaoeie, при которомъ он* проходить черезъ 
точку (х, у, г) поверхности, для чего уравнете его возьмемъ подъ 
видомъ 

Z - z = В (X х) + С( Y- у) + 1 [D ( Х - я ) 2 + 2E(X~x)(Y~y) + 

+ G(Y-yVl; 

услов!е равенства первыхъ и вторыхъ производныхъ для (х, у, з) даегъ: 

s-'-»- < * = » = с - а=4-1' 
такъ что уравнете искомаго параболоида принимает* видъ 

Z—г — р(Х — x)-\-q(Y—у)-\-\[г(Х —х)г4-
(3) 

-sr2s{X—~x){ Y— y)Jrt(Y—у)*]. 
Если начало координатъ поместить въ точку поверхности и за 

плоскость XOY взять касательную въ этой точкъ плоскость, то (3) 
упростится и приметъ видъ: 

Z=±(T0X*+2s0XY4-t0Y*), 

гдъ X(t— уо— s0= О и также р0—%—0. 
Замътимъ, что уравнете (3) получится, если въ уравненш по

верхности 
Я = / ч Х , Y) 

разложимъ /"по степенямъ (X — х), (Y—y) и отбросимъ члены 3-го 
и высших* порядковъ относительно этихъ разностей. 

§ 21. Видъ поверхности вблизи обыкновенной ея точки. Индикат
риса Дюпена. Классификация обыкновенных* точекъ поверхности. 

Пусть М обыкновенная точка поверхности 

s = f(x,y); (1) 

чтобы опредълить видъ поверхности въ этой ТОЧКЕ, примемъ ее за на
чало координатъ, а плоскость, касательную къ поверхности въ эти точк*, 
за плоскость ху-оъъ. Тогда, если / можетъ быть разложена по степенямъ 
х ъ у, получимъ 

2 = 1 ( Г о*« -4-2s^y4r t^) +1 (ka**+ З&'у + 3 » w * + «<#») + . . . , (2) 
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потому что при такомъ выборе осей 

Пересвчемъ поверхность плоскостью г — h (А—малая величина). 
Кривая сеченш проэктируется на параллельную ея плоскости 

плоскость ХОТ по кривой 

где —совокупность членовъ 3-го и высшихъ порядковъ относительно 
х и г/. Для малыхъ значетй х н у , т. е. для точекъ вблизи начала 

координатъ, можно пренебречь этими членами, 
и кривая сечешя вблизи (О, 0 , 0) предста
вится приближенно кривою 

2h = r0x*+2s0xy + l0y2 _ (3) 

Эта кривая представляетъ собою въ 
тоже время пересечете плоскости г — h съ 
соприкасающимся параболоидомъ; она по-

Черт. 45. Д ° б н а кривой 

1 = r0x*+ 2s0xy + t0y*, (4) 

которую называютъ индикатрисою Dupin'a. 
Эта кривая будетъ эллипсомъ при r 0 * 0 — s 0

2 > ° (вещественнымъ 
при г 0 , <(, подожительныхъ), гиперболою при — s 0

2 < О а парою, па-
ралдельныхъ прямыхъ при r0t0— s0

2—- 0 . 

Въ первомъ случае (3) суть эллипсы, вещественные при знаке h, 
одинаковомъ со знакомъ г0, / 0 , мнимые при яротивоположномъ. Повер
хность лежитъ (вблизи точки касашя) по одну сторону касательной пло
скости. Соприкасающейся параболоидъ будетъ элдиптическимъ. Самую 
точку называютъ эллиптическою точкою поверхности. 

Во второмъ случае (3) суть гиперболы, вещественныя при всякихъ 
вещественныхъ значешяхъ h, но расположенный, смотря по знаку h, 
въ той или другой изъ двухъ паръ вертикальныхъ угловъ, образуемыхъ 
прямыми , 

rox* + 2s0xy + toy* = 0, (5) 



которыя служать асимптотами для веЬхъ кривыхъ (3>и (4) и являются 
пересвчешемъ соприкасающагося параболоида касательной плоскостью 
(т .е . XQ2). (Для эллиптической точки асимптотыиндикатрисы мнимыя). 

Поверхность лежитъ и выше и ниже касательной плоскости, пере
секая ее. Параболоидъ соприкасающейся будеть гидерболическимъ. Точка 
называется гиперболическою. 

Наконецъ при r0t0—s0

2=0 (4) изображаетъ пару параддельныхъ 
прямыхъ, (3)—также, но вещественныхъ или мнимыхъ—смотря по знаку h. 

Соприкасающейся параболоидъ обращается въ параболически! цц-
линдръ. Асимптоты индикатрисы сливаются въ одну двойную прямую, ибо 

r0x* + 2s0xy-\-tof 

есть при этомъ полный квадратъ. Точку называютъ параболической. 
Примечи. 1. Торъ (кольцеобразное тЬло, образуемое вращешемъ 

круга опредеденнаго радёуса около оси, лежащей въ его плоскости, но 
не проходящей черезъ его центръ) 

( Х 2 _4_ у* _J_ 02 J_ ft2 _ а 2 ) 2 = 4^3 ( Ж 2 4.. yi) 

имеете точки эллиптически въ наружной части. 
Примъръ 2. Вращеще цепной лиши: 

-(е*-\-е «j 

около прямой, перпендикулярной къ ея оси симметрш и удаленной на а 
отъ ея вершины, даетъ поверхность, называемую катенондомъ: 

Перенося начало въ точку х = а, y — g = 0, имеемъ: 

y2 + z i = b;[e " + е ' 

Точки поверхности суть гиперболичесшя. 
Примъръ 3. Поверхность 

образуемая перемещешемъ кубической параболы параллельно ей самой, 
такъ что ея точка перегиба описываетъ параболу 2-го порядка въ мое-
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кости XOY, перпендикулярной къ плоскости кубической параболы, имъ
етъ въ каждой точкъ плоскости XOY параболическую точку. 

Установимъ теперь связь асимптотическихъ линш съ индикатрисою. 
Выборъ осей ОХ и OY пока не сдъланъ. Если за оси координатъ 

примемъ оси индикатрисы, то (4) приметъ видъ: 

1 = гх х2 4- tx у2, 
а (3): 

2h = rx х2 + tx у2 

(при чемъ rx - f tx = r0 4- t0, rx tx = r0t0 — s0

2). 
Уголъ поворота а определится по формуле 

tang 2« = - ^ - ; (6) 

получаемъ два взаимно перпендикулярныхъ направлешя—направлетя 
осей индикатрисы, 

Асимпоты индикатрисы (5) суть въ тоже время направлетя 
главныхъ касателъныхъ. Действительно, эти последшя лежать въ каса
тельной плоскости и определяются услов1емъ: 

rx'2 + 2sx'y' + ft/'2 = 0 . 

Мы приняли касательную плоскость за плоскость XOY, следова
тельно, если ß уголъ главной касательной съ осью О Х , то 

cos ß — х', sin ß = у'; 

отсюда получаемъ 

r 0 cos 2 ß 4- 2s0 cos ß sin ß + t0 sin 3 /9 = 0 , 

что совпадаете съ уравнетемъ (6), ибо точка 

х — cos ß, у — sin ß, 

должна лежать на одной изъ асимптота (5). 
Этимъ объясняется введенное уже нами назваше асимптотическихъ 

линш,—оне являются огибающими асимптоте индикатрисъ, соответству-
ющихъ различных* точкамъ поверхности. 



> £22 . Лнн1н кривизны. Шаровыя точки, ü 

Направлешя^осей, индикатрисы деляге поноламъ углы между,,асим-
птотами ея. Мы получаемъ, такимъ образомъ, две взаимно перпендику-
лярныхъ касательныхъ въ каждой точке поверхности. 
. . Огибаюндо этихе касательныхъ . называются (щщт,;#ры«1т¥,'-г 

мывстретимся съ>ящи.,дадее.,,,, _ ,., ц , ~ „ . П / . ; . . . 

Къатимъ дишямъ приходамъ. также, поставивъ задачу—определить 
те линш на поверхности, въ безконечно-близкихъ точкахъ коздрыхъ 
нормали къ поверхности пересекаются. 

Вообще говоря, въ двухъ безконечно-близкихъ точках* ( я , у , z) 
и [x-\-dx, y-}-dy, z^j-dz) поверхности г = / ( ж , у) нормали 

Z—z_K-x_Y-y ' 
— 1 Р 9 

Z—z—dz _ X—х— dx _ Y — y—dy (6') 

не пересекаются. Чтобы оне пересекались, нужно, чтобы эти четыре 
уравнешя удовлетворялись одними и теми же значешями X , У, Z. 

Означая а общее значеше трехъ первыхъ отношешй и подставляя 
во втррыя, получимъ 

. I j v po—dx_qO—dy 
p-rdp q^rdq 

или, уравнивая первое со вторымъ и съ третьимъ: 

a dp 4 - dz(p + dp) + dx = 0, ) 
6dq + dz(q + dq) + dy = 0. J 

Исключая отсюда о, получимъ, наконецъ: 

dz (pdq — qdp) -f- (dqdx — dpdy) — 0. 

Заменяя здесь 

dz = pdx -f- qdy, dp = rdx - f s d y , dq = sdx + tdy, 

найдемъ, собирая члены съ dx2, dxäy и dy2: 

dx* [s (1 + p s ) - rpq] + dxdy[t(l + p 2 ) - r (1 + q%)] + ( ? ) 

+ d « / 2 [ P ^ - s ( l + 3 2 ) ] = 0 . 

, 3 U I C K I Hanrit. Х»рь«. уииер." 
9 
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По уравнеида поверхности р, q,- г, s п t суть функщи х п у-
Это есть, стало быть, некоторое дифференщальное уравнете, проинте-
грвровавъ которое мы найдемъ два уравнетя вида Ф(х, у) = С,—со
ответственно двумъ корнямъ l^j l j , которые оно даетъ. Каждое изъ этихъ 

уравненш изображаетъ въ пространств* семейство цилиндровъ, выреза-
ющихъ на поверхности ея лиши кривизны. Направления ихъ въ выбран
ной выше систем* координатъ для точки ( 0 , 0 , 0) определятся при 
замене въ (7): 

Ро = 0 . Зо = 0 

изъ уравненш: 

откуда 

т. е. означая 

получимъ 

s0 dx3 -f- (t0—r0) dxdy — s 0 dy2 = 0 , 

2dydx 2s 0 

dx3— dy2 r0— t0 ' 

dy 
^ = t a n g « , 

tang 2a -— 0 

т. о. касательных къ литямъ кривизны, проходящимъ черезъ данную-
точку поверхности, совпадаютъ съ осями индикатрисы, соответствующей 
этой точке. 

Черезъ каждую точку поверхности проходятъ такимъ образомъ по-
две пары лиши: 1) две асимптотичесшя линш, касательный къ кото
рымъ суть соответствуюпгш этой точке главный касательный или асимп
тоты индикатрисы; эти линш пересекаются, вообще говоря, не подъ 
прямымъ угломъ; 2) две линш кривизны, взаимно перпендикулярный, 
касательный къ которымъ служатъ осями индикатрисы и биссектрисами 
угловъ между асимптотами ея. 

Существують, однако, на поверхности точки, въ которыхъ направ
л е т я литй кривизны неопределенны. Это суть те точки, для которыхъ 
обращаются въ нуль коэффициенты при 

dx2, dxdy и dy2 

въ (7) въ отдельности, — то есть 

s ( l - h P 2 ) - i y q = 0 , t(l-\-pa)—r(l+q2)=0, pqt — s(l+q2) = 0. 



Три условш этисводятся къ двумъ: 

г s t 

такимъ образомъ на каждой поверхности существують (действительный 
или мнимыя) точки, в% которыхъ направлетя лиягй кривизны неопре
деленны. Т а й я точки называются умбиликами или шаровыми точками, 
или точками округлетя 

Въ шаровыхъ точкахъ шаръ имеетъ съ поверхностью соприкосно
вете 2-го порядка. 

Действительно, чтобы шаръ 

( Х - £ ) 2 + • ( Г—чУН- г' = 0 , 

им*лъ съ поверхностью 
*=-/(*, у) 

соприкосновете 2-го порядка, должны быть выполнены шесть условш: 

(х — 1 ) » 4 (у — >7>3+ (г — £)*— г » = 0 , 

( * - £ ) + р ( * - £ ) = о , 

у—п+ч^ — £) = о, 
+ г ( я - £ ) = 0 , 

" pg + s ( 2 — £> = 0 , 

1 + — 5)==о, 
вообще говоря, несовместимыхъ. Но для шаровой точки въ силу соот
ношений (8) три послъдшя уравнетя сводятся къ одному: 

Три первыя уравнетя даютъ теперь г}, §, г: 

ж — £ = — р т , y — ri^ — qt, 
r=>==(p3 + g « - 4 - l ) r ' , 

и уравнете соприкасающагося шара для шаровой точки будетъ: 

{X-x~pzf + ( Г - у -~qry±(Z-S + r)' = (р 2 + ? 2 + 1)т 2 

или 
{Х-х)*4- ( Г — { Z — z ) 1 — 2т [р (Х-х) + g (Г—у) - (Z—z)] = 0 . 

, 
' ) По французски: ombilics; по немецки: Nabelpuncte. 
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По уравненш поверхности р, q, г, s и t суть функщи х и «/. 
Это есть, стало быть, некоторое дифференщальное уравнеше, проинте-
грировавъ которое мы найдемъ два уравнешя вида Ф{х, г/) = С,—со
ответственно двумъ корнямъ , которые оно даетъ. Каждое изъ этихъ 

уравненш изображаетъ въ пространств* семейство цилиндровъ, вырвза-
ющихъ на поверхности ея линш кривизны. Направления ихъ въ выбран
ной выше системе координатъ для точки (О, 0 , 0) определятся при 
замене въ (7): 

Ро = 0 , Qo = О 
изъ уравненш: 

откуда 

т. е. означая 

получимъ 

So dx3 + (*0—r0) dxdy— s 0 dy2 = 0 , 

Idydx 2s 0 

dx*—dy3 — r 0 - « o ' 

dy 
^ = t a n g « , 

tang 2a = 
'o 

т. о. касательныя къ лингямъ кривизны, проходящимъ черезъ данную-
точку поверхности, совпадаютъ съ осями индикатрисы, соответствующей 
этой точке. 

Черезъ каждую точку поверхности проходятъ такимъ ©брааомъ по 
две пары линш: 1) две асимптотичесыя линш, касательныя къ кото-
рымъ суть соответствуюпця этой точке главныя касательныя или асимп
тоты индикатрисы; эти лиши пересекаются, вообще говоря, не подъ 
прямымъ угломъ; 2) две лиши кривизны, взаимно перпендикулярный, 
касательныя къ которымъ служатъ осями индикатрисы и биссектрисами 
угловъ между асимптотами ея. 

Существуютъ, однако, на поверхности точки, въ которыхъ направ-
лешя линШ кривизны неопределенны. Это суть те точки, для которыхъ 
обращаются въ нудь коэффищенты при 

dx2, dxdy и dy2 

въ (7) въ отд*льности,— то есть 

s(l+p2)- rpq^O, < ( i - f p = > ) _ r ( 1 + ? 2 ) = = 0 ) p g < . _ . s ( 1 + g 2 ) = 0 -
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t 
1-f-p 2 pq 1-f g* ' 

такимъ образомъ на каждой поверхности существують (действительный 
или мнимыя) точки, въ которыхъ направлетя лингй кривизны неопре
деленны. Таюя точки называются умбиликами или шаровыми точками, 
или точками округлетя ')• 

Въ шаровыхъ точкахъ шаръ имъетъ съ поверхностью соприкосно
вете 2-ю порядка. 

Действительно, чтобы шаръ 

( X - D 4 - ( Г — п ) * 4 - (Z-£)*-г2 = 0 , 

им*лъ съ поверхностью 
"* = /(*, У) 

соприкосновете 2-го порядка, должны быть выполнены шесть условШ: 

(х (у—4?+(г — г*= 0 , 
(я — 1 ) + К * - Ь ) = 0 , 

У — y + q(z— £) = 0 , 
^ ' l + p t + r (£r - f f ) = 0 , 

, p q + s(z—£) = о , 
1 + д « + «(Я — ^ ) = 0 , 

вообще говоря, несовместимыхъ. Но для шаровой точки въ силу соот-
ношешй (8) три последшя уравнетя сводятся къ одному: 

Г " Г S £ 

Три первыя уравнетя даютъ теперь »?, | , г: 

ж — £ = — р т , y — T)=* — qr, 
г= = ( р > 4 - g « - J - l ) r J , 

и уравнете соприкасающагося шара для шаровой точки будетъ: 

(X - х - рх? + ( Г - у - qrf + (Z - £ + т)» = (р 2 + <Z2 + 1) т 2 

или 
(X—*)*-}- ( Г — у ) 2 + ( 2 — г ) 2 — 2т [р ( X — х ) + g ( Т - у ) - (Z-г)] = 0 . 

') По французски: ombilics; по н*мец*и: Nabelpuncte. 

<8) 

Три условш эти сводятся къ двум: 
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Геометрически очевидно, что каждая точка шаровой поверхности 
есть умбилика, ибо все нормальный свчешя суть больпне круги. То же 
можно получить и помощью счета. 

Действительно, дифференцируя 

(ж ~ - « ) 2 Ф (» — Ъу~ (* - - е)« - О, 
находимъ: 

х — а-[-р (z — с) = О, у— Ъ -f- q (z — с) = О 

1-\-р2-^-r(z —с)*= Ö, pq-{- s(z—с) = 0 
1 + 9 2 "г Ч2 — с ) = 0 > 

т. е. урав. (8) выполнены, и общее значеше трехъ отношев1й есть ^— TZT^j' 
Кроме асимптотическихъ ливШ и лиши кривизны, имеемъ еше 

одну систему замечательныхъ кривыхъ на поверхности,—такъ называе
мый геодезическгя линш, о которыхъ необходимо упомянуть. 

§ 23. Геодезическая лнн1и. 

Геодезическш линш поверхности суть те ея линш, для каждой точки 
которыхъ выпрямляющею плоскостью является плоскость, касательная к'ь 
поверхности въ этой точке, и которыхъ главныя нормали совпадаютъ поэтому 
съ нормалями къ поверхности, или еще иначе: которыхъ соприкасающаяся 
плоскость перпендикулярна въ касательной плоскости поверхности. 

Последнее опредвлеше ближе указываете на основное свойство 
геодезическихъ лиши—это суть линш, во всехъ точкахъ которыхъ гео
дезическая кривизна равна нулю. Такъ по 0 . Bonnet называютъ введен
ное F. Minding'омъ выражете 

cos г 

~W ' 

где JR — paoiyce 1-ой кривизны кривой и i — уголъ соприкасающейся 
плоскости кривой съ касательной плоскостью поверхности. 

Если уравнеше поверхности возьмемъ, какъ и выше, 

z = f(x, у), 

то приведенное выше опредвлеше даетъ: 



и, следовательно, уравнения (II, 1, 3) § &: 

перепишутся: 

al -\- ßm -\- уп = О 

Xl-\- um -\~ vn = Q 

рх'-\- qy'— з'= О. 

р (у'з"~ z'y")4- q (г'х"— x'z") — (x'tf— у'х") = О. 

Последнее уравнете напишемъ въ вид*- определителя: 

(2) 

(4) 

р q — 
х' у' з' 

II II II 

х у з 

= 0. 

Умножая члены перваго столбца на р, второго на q и вычитая 
сумму изъ членовъ третьяго столбца, получимъ: 

V q — ( i + p 2 + ? 2 ) 
х' у' з — рх'— qy' 
х" у" z"—px"—qy" 

• 0. 

Но производная отъ (3) даетъ: 

z"—px"— qy"= р'х'+ q'y'— rx'11-}- 2sx'y'-\~ ty'2 

и такимъ образомъ определитель принимаете видъ: 

Р Ч 
х' у' 
х" у" 

О = 0 , 
гх'г4~ 2s'xy'4- ty" 

что по раскрьти даетъ: 

О = (rx'2+ 2sx'y'+ ty'2)(py'— qx') — ( 1 + р2+ q2) (х'у"—у'х"), 

По умноженш на dsa получимъ: 

О = {rdx2-\- 2sdxdy -f tdy2)(pdy — qdx) — (l-\-p2-\-q2)(dxd2y — dyd2x). 

Это дифференциальное уравнеше 2-го порядка между х и у, про-
интегрировавъ которое 'опредълимъ цилиндры, вырезаюшде на поверх
ности ея геодезическая линш, уравнетемъ, зависящимъ огъ двухъ про-
извольныхъ постоянныхъ. Можно поэтому провести геодезическую линш 



черезъ любую точку поверхности, такъ чтобы ея касательная им$ла опре
деленное направлете; такимъ образомъ черезъ каждую точку проходить 
вообще пучекъ геодезическихъ линШ. 

Геодезичесшя линш замечательны темъ, что оне представляюте 
(съ известными ограничешями) кратчайшее разстояше между двумя точ
ками поверхности. Оне представляюте форму равноввая тяжелой, гибкой 
и нерастяжимой нити, лежащей на поверхности. Если точка движется 
по поверхности безъ трешя и безъ ускорительной силы, то она описы
ваете геодезическую линш. 

Эти свойства геодезическихъ лиши доказываются въ соответствую-
щихъ "главахъ BapianiOHHaro исчислешя и механики. 

Кривизна поверхностей. 

§ 24. Кривизна лин1й, лроведенныхъ на поверхности. 

Индикатриса Дюпена позволяете характеризовать поверхность 
вблизи ея обыкновенной точки помощью типа сеченШ, параллельныхъ 
касательной плоскости. Чтобы дополнить эту характеристику, разсмот-
римъ, какую кривизну имеютъ въ точке поверхности различный, про-
веденныя черезе нее на поверхности, кривыя. При этомъ сначала по-
кажемъ, что достаточно разсматривать только плоскш кривыя (теор. I), 
затемъ, что изъ плоскихъ свченШ достаточно разсматривать лишь нор
мальный (т. е. образованный плоскостями, проходящими черезъ нормаль 
къ поверхности) (теор. II), и после этого обратимся къ изучешю кри
визны последнихъ. 

Теорема I. Кривизна (первая) какой-нибудь кривой, проведенной 
на данной поверхности черезъ обыкновенную ея точку, одинакова въ этой 
точкп съ кривизною плоской кривой, по которой поверхность пересека
ется соприкасающейся плоскостью первой кривой. 

Пусть 
* = / ( * , У) (1) 

данная поверхность и (х, у, г) — ея обыкновенная точка. Пусть черезъ 
(х, у, z) проходить кривая, которая на ХОТ проэктируется по кривой: 

y=q>(x); 

для точекъ ея z есть функпдя отъ х: 
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такъ что 

z" = r+2sy'-\-ty<*+qy\ К> 

-коэффищенты уравнешя соприкасающейся плоскости кривой изобразятся: 

A^y'(r+2sy'+ty") — ру", | 
B=-(r^-2sy'+ty")-qy\ (3) 
с=«Л I 

Чтобы отличить точки нлоскаго сечешя, означимъ ихъ координаты 
X , Y, Z; оне определятся уравненшми: 

2 = / ( Х , Y) (1') 

A{X-x) + B(¥-y) + C{Z—z)-0, (4) 

где А, В, С имвюте значетя (3). 
Производная по X отъ (Г) и (4) даетъ для точки (х, у, г): 

Z=v + qr (5) 

Z " = r 4 - 2 s r + < F 2 + g r (5') 

о , ' - Г ) ( г + 2 в у ' + ^ " ) + у ' ( ^ - | ' - 9 Л = 0 (6) 

- Г ( г + й у ' + У » ) 4 - / < ^ - « Г ) = 0 . (7) 

Съ помощью двухъ первыхъ последшя два приводятся къ виду 

(y'~r)(r+2sy'+ty") = 0 (6') 

_ r ( r + 2 e y ' 4 - ^ , ) + y ' ( r + 2 * r - f *Г») = 0 . (7') 

Первое даетъ 
F W , 

если 
г + 2*У+<у'»фО, (8) 

и тогда 2-ое даетъ 
У ' = Г . 

Но если такъ, то въ силу (5) , (5') и (2) имеемъ 

Z W , Z W . 

Такимъ образомъ въ точке (ж, у , г) одинаковая значена мгвють 
первые и вторыя производныя и для кривой двоякой кривизны н для 
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свчешя ея соприкасающейся плоскостью поверхности Но выражеше 
для радхуса первой кривизны 

ff-V ^ ( 9 ) 

только отъ производных* 1-го и 2-го порядка и зависитъ. Поэтому ра-
даусы кривизны для той и другой кривой одинаковы, что и т. д. 

Что касается услов1я (8), то оно выдъляетъ асимптотически линш, 
для которыхъ, какъ мы видъли, 

r-\r2sy'+ty'2=0. (10) 

Для нихъ соприкасающеюся "плоскостью будетъ касательная плос
кость, а эта ПОСЛЕДНЯЯ, какъ было доказано, пересъкаетъ поверхность 
по кривой, имеющей въ точкъ прикосновения особенную точку. Касатель
ный въ этой точкъ и будутъ касательными къ соотвътственнымъ асим-
птотическимъ литямъ; действительно, уравнете (6') для асимптотическихъ 
линШ въ силу (10) удовлетворится, а (7') даетъ 

г + 2 « Г ' - ) - г Г 2 = 0 , 
что В М Ъ Х Г Б съ (10) и даетъ 

Но у" и Y" не равны, а следовательно, не равны и z"—qy" и 
Z"=qY' (11), такъ что прикосновете асимптотической линш съ кривой, 
по которой ея соприкасающаяся плоскость пересекаетъ поверхность, будетъ 
вообще только 1-го порядка (J. М. de la Gournerie). Связь между pafliy-
сами кривизны двухъ кривыхъ однако и въ этомъ случае очень проста. 
Дифференцируя (1') три раза, имеемъ для точки, (а;, у , *) асимптотиче
ской линш 

* + 3 / / / + 3»»У *-f- пу'^г 3 (s - j - ty') Г ~ 0 , 

дифференцироваше же (10) доставить для той же точки 

* 4 - 3 / / 4 - Зту'*+ пу'*+ 2 ( e 4 - t y ' ) / = 0 . 

Итакъ при s - f ' | ' + 0 должно быть 3Y'=2y\ а следовательно, въ 
силу (11) и 3Z*=-2s". Отсюда раоЧусъ кривизны асимптотической 
лиши равенъ двумъ третямъ padiyca кривизны спменгя поверхности ея 
касателъною плоскостью въ точкп, прикосновенья (Beltrami). Во всякомъ 
случае изучеше кривизны лиши, проводимыхъ на поверхности черезъ 
данную ея точку, сводится къ изучению кривизны плоскихъ ея сеченШ. 
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Теорема II (Мёнье). Если черезъ одну и ту же прямую, карательную къ 
поверхности, провести den плоскости,—одну проходящую черезъ нормаль, 
и другую, дплаюгцую съ первой уголъ <р, то радгусъ кривизны наклон-
наго епченгя есть проэкцгя радгуса крггвизны нормального епченгя на эту 
плоскость, 

(> — Ц. COS <{ . 

Пусть М точка наклоннаго евчета , безконечно близкая къ 0,—ее 
можно считать также принадлежащею кругу кривизны этого съчешя 
въ точке 0. Опуская изъ М перпендикуляръ MP на касательную пло
скость и MQ на касательную пря-
мую, изъ прямоугольнаго треуголь
ника MPQ (въкоторомъ уголъ QMP 
равенъ <р,— углу, служащему ме
рою двуграннаго угла между пло
скостями ZOQ и MOQ) имеемъ: 

MP — MQ . cos <р. 

Если OK—Д1аметръ круга кри
визны разематриваемаго сеченш, 
перпендикулярный къ OQ, то изъ 
подоб!я треугольнике въ ОКМ и 
OMQ имеемъ: 

MQ_OM 
ОМ~ OK' 

Означая Q—рад1усъ кривиз
ны и считая безконечно - малую 
хорду ОМ равною безконечно-малой дуге ds между теми же точками, 
найдемъ: 

и, следовательно, 
TUT, D S 2 

MP = —- . cos <р. 
2Q 

Но мы уже выводили выражете для длины перпендикуляра на 
касательную плоскость (отбрасывая безконечно малыя высшихъ порядковъ): 

1 «fc*-f- 2sdxdy + tdy* 

Черт. 46. 

МР = 
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Т а и ш ь образомъ 

1 re'2-f 2sx,y' - f ty'2 ^ 

e ~ " c o s o s . V ' i + / J i ! + 3 a ' 

З Д Е С Ь OJ' и у' означают* косинусы угловъ касательной въ Ö съ 
осями OX a OY. Если поэтому проведемъ черезъ эту касательную и 
нормаль плоскость^то дляводучевиаго съчетя г , s , t, х\ у' сохранять 
тъ же значетя , но р заменится черезъ j ? , а ф = 0 . 

Такимъ образомъ 

1 ^rx'^sx'tf+ty'* 

1 1 

р Я COS 05' ' 

р == JK COS 05 . 
§ 35. Главный нормальный свчен1я. 

Мы пока не дълали никакихъ предцоложенШ о выборе системы 
координатъ. Примемъ теперь трчку поверхности за начало координатъ, 
касательную плоскость за плоскость XOY. Тогда для начала координатъ 

p = q = 0, x' = cosa, у' = s i u a , i ? ' = ö . ' 
и (12) даетъ 

= r 0 cos 2 a - j - 2 s 0 cos a . sin a --J- tf0 sin» a (12'') 

или, если ввести- sin 2a и cos 2 a , 

Jl = I (>- o + *o) + s 0 sin 2a + I (»o— f0) cos 2a. 

Съ измт»нетемъ a , т. е. при вращенш съкущей плоскости около 
нормали, значете R меняется. Наибольшее или наименьшее значете R 
подучить для а , выполняющего уравнете 

О == 28oCOS 2a — (r 0 — $,) sin 2 a , 

и 

следовательно 
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т. е. при 

tg2a = 2 «о 
(13) 

9 ' 
Для а такимъ образомъ получаемъ два значетя: а0 и о 0 + ^ 

ибо а определено по тангенсу двойного угла. 
Переписываемъ (12') подъ видомъ: 

1 1 / 1 
Л = 2 (го+ к) + j cos 2а (2s 0 • tg 2а + г 0 — <ь) = 

Но соответственно двумъ значешямъ а 0 и ^ и cos 2а прини

маете два значетя 

V l + t g * 2 a j / 4 S o 2 + ( r o - y 2 ' 

Такимъ образомъ 

J L _ I 
JRa 2 

(14) 

Одно значеше будетъ наибольшимъ, другое — наименьшими Дей
ствительно, 2-я производная 

— — 2 \ 2s0 sin 2а -f ( r 0 — <0) cos 2а I = — 2 cos 2а 

принимаете тотъ иди другой знакъ, смотря по тому, какой знаке при
дать cos 2а . 

Эти наиболышй и наименышй рад1усь кривизны называются глав
ными padiycaMu кривизны для точки поверхности, а соответствующая 
нормальный свчешя—главными нормальными спченгями. 

Сравнивая формулу (13) съ (6) § 21, заключаемы 
Теорема III. Направления касательныхъ, сооптътствующихъ главнымъ 

пормальнымъ спчетямъ, совпадаютъ съ направлетями осей, индикатрисы 
Дюпена. 

Следовательно, линш кривизны иммотъ своими касательными ка
сательныя главныхъ нормалъныхъ сгьчетй. 
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Если за оси ОХ и OY (пока произвольный по направленш) взять 
именно эти направлетя осей индикатрисы, то уравнете индикатрисы 
приметъ видъ 

^ а = 1 , ибо s 1 = 0 

и уравнете (13) даетъ 
tg 2а = О 

т. е. 

«0 = 0 , «1 = - . 

Соответствующая значенш по (9): ; 

1 _ 1 _ / 

и такимъ ооразомъ 
1 1 2 I 1 • 9 

— = c o s 2 a 4 - ^ r - s i n 3 а . 
Л i l l 'Н 

Такова связь между рад1усомъ какого-нибудь нормальнаго евчетя 
и рад1усами главныхъ нормальныхъ свченШ. 

Пусть В'—рад!усъ кривизны для сечетя , перпендикулярнаго къ 
первому: 

Складывая получаемъ: u : ! : > 

— + — — — + — (15) 

Отсюда: 
Теорема IV (Эйлера). Сумма мгьръ кривизны двухъ взаимно-перпен-

дикулярныхъ нормальныхъ сгьченш равна суммп мгьръ кривизны главныхъ 
нормальныхъ спченШ. '' • 

Величина 
1 / 1 :.. 1 \ 

фигурирующая въ (15), называется среднею кривизною. 
Если эта величина равна нулю, то главные рад1усы кривизны 

равны по величине, но направлены въ противоположный стороны. 



§ 26. Поверхность > центровъ кривизны. 

Координаты центра кривизны одного изъ главныхъ нормальныхъ 
свчешй суть 

Vl-\-pi-\-q2 V i 4 _ y + g 2 

и другого: 
У Г - f - / » » -

Vl+pz+qz' 

Соответственно каждой точк* поверхности получимъ ДВЕ точки— 
два центра кривизны. Когда точка описываетъ данную поверхность, эти 
точки оиисываютъ другую поверхность, состоящую изъ двухъ полостей 
и называемую 'поверхностью центровъ кривизны, или центральной по
верхностью, или эволютою данной поверхности. 

Въ точкахъ округлетя ДВЕ полости смыкаются между собою. 
Въ частныхъ случаяхъ эволюта поверхности можетъ сводиться 

однако къ кривымъ лишямъ и даже ОТДЕЛЬНЫМ* точкамъ. Такъ, въ шар* 
вся поверхность центровъ сводится къ одной ТОЧКЕ—къ его центру. 

Въ поверхности вращешя каждая нормаль встречает* ось вращенш 
(см. далъе), поэтому одна изъ плоскостей поверхности центровъ сводится 
къ оси вращешя. Другая полость образуется вращешемъ около той же 
оси эволюты мерид1анальной кривой поверхности. 

Поверхности трубчатыя,— образуемый перенесешемъ круга, вито-
раго центръ перемещается по кривой 

| = 9>(т), т) = у,(г), £ = Jt(r), 

а плоскость остается перпендикулярной къ этой кривой 

одною изъ полостей центральной поверхности ИМБЮТЪ кривую 



§ 27. Геометрическое м-всто круговъ кривизны нормальныхъ 
с в ч е н 1 й . 

» 

Пусть снова плоскость XOY есть касательная плоскость къ по
верхности 

у), (1) 
и начало координатъ—точка поверхности. 

Возьмемъ какое нибудь нормальное сечете плоскостью 

у — тх. 

Соответствующей кругъ кривизны определится уравнешемъ (2) и 
уравнешемъ 

%2-\-у2+ (z— R)2— R2 

где 

-= = r0 cos 2 a + 2s 0 cosa sin a + <b sin 2 а (если t g a = m) 

_ r 0 + 2 s 0 w + < 0 m 2 

1 + w 2 

Такимъ образомъ 

' , 2 . „ 2 . Л „ 2 _ 2 0 ( 1 + О ж 2 + У2 + z 2 = • r 0 + 2s 0/n + < 0 w 2 ' 
l г/ = та; 

суть уравнешя круга кривизны. Изменяя т , какъ геометрическое место 
этихъ круговъ, получимъ поверхность 4-го порядка: 

(хг-г~У2 + * 3 ) (»o* 2 + 2 V-«/ + « о / 2 ) — 2* ( * 2 + у 2 ) = 0 . 

Въ этой поверхности ось г-овъ (нормаль къ (1)) является двойною 
лишей. 

§ 28. Другой способе н а х о ж д е т я главныхъ нормальныхъ свчен1й. 

Возвращаемся къ общему выраженш (9) для меры кривизны нор-
мальнаго свчешя. Если обозначиме какъ и ранее, a , ß, у косинусы 
угловъ касательной къ кривой съ осями ОХ, OY, 0Z, то имеемъ диф
ференцируя уравнеше 

3 = f(x,y), (1) 

которому должна удовлетворять каждая точка кривой, лежащей на этой 
поверхности: 

0=pa-{-qß — y. ( 1 6 ) 
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Это следуете также изъ перпендикулярности касательной къ кри
вой съ нормалью къ поверхности. Подставляя это значеше у въ со-
отношеше 

а' + Р-т-г****!, 
получимъ 

« 2 ( l + P 2 ) + 2a/9pg + / ? 2 ( l + 2 2 ) = 1 > (17) 

Такимъ образомъ разыскаше главныхъ нормальныхъ сЬчентй сво
дится къ нахождешю maximum-minimum выражетя: 

1 _ r a 2 + 2saß + tß* 

если а и ß связаны услов1емъ (17). Для этого нужно, по известному 
правилу, искать maximum-minimum 

= ™2+ 2saß-f tß*— К [в 3 (1 +р*) + 2pqaß + ß* (1 + g s ) ] , 

считая а и ß независимыми,—такимъ образомъ получаемъ 

~4>' = ra + sß-K[a(\+p2) + ß.pq] = Q, (18) 

i # р = aa + tß — К [а .pq + ß(l + g 2)] = 0 . (19) 

Умножая (18) на а , (19) на ß и складывая, получимъ съ по
мощью (17): 

ro*-f- 2saß-f tß2— К— 0 , 

т. е. Я" есть значеше, прюбрътаемое 
ra2-\-2saß + tß' 

при « и ß, удовлетворяющихъ (18) и (19), или, иными словами, К и есть 
искомое наибольшее или наименьшее значеше 

ra*+2safi + tß*. 
Такимъ образомъ 

K = ± . V T + F + f , или j = 7 ! ^ = . (20) 

Саиьш « и ß намъ не нужны. Для вычисление К вам*тимъ, что 
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0 = (21) 

(18) и (19), равсматривавмыя какъ уравненш для а , ß; могутъ быть 
СОВМЕСТНЫ лишь при К, выполняющем* ycJOBie 

г—Ж(1 + р 2 ) s—K.pq 

s—K.Pq t—Я(14-д2 

Производя перемножешя и расположив* по степенямъ К, найдемъ; 

к 2 (гц- р » + q2) — к [г (14-у) — 2т 4-1 (1+ра)Т4- * * - s 3 = 0 • ( 2 2 ) 

Вводя сюда ВМЕСТО 7<Г его выражеше черезъ R по (20), получимъ 
уравнете 

(1+ -̂Н2)2. ^ - [г (1 + <f) ~ 2spg 4- t (1 + p 2 ) ] . î +̂ tii 4_ 
г 4-r<—.s-2 = 0 , - • • (23) 

корни котораго Rx и R . 2 и суть главные раддусы кривизны. 
§ 29. Средняя кривизна. Жинииальныя поверхности. 

По свойству корней квадратнаго уравнетя 'из* <23): 

± , ±_r(l-\-q*) — 28pq+ia + p>) 

Rt В2~ (1 -+-p2Jr»2Yh ' 
Величина 

какъ упомянуто выше, называется среднею кривизною. 
Причина такого названия понятна: на основаши теоремы Эйлера 

(§ 25) величина эта представляетъ среднее ариеметическое мт>ръ кри
визны ВСЕХЪ нормальныхъ еЬченШ въ Т О Ч К Е , , . у До (24) поверх
ности, для которыхъ эта величина равна нулю, удовлетворяют* диффе
ренциальному уравненш: 

r(l + q2) — 2spq4rt(\A-p2) = 0, , (26) 

которое въ такихъ поверхностяхъ выполняется ВСЕМИ точками. 
Поверхности эти называются минимальными. Еще Lagrange при-

шелъ къ уравненш (26) ръшая задачу: провести черезъ данную кривую 
поверхность, площадь которой была бы наименьшею. Въ опытахъ Plateau 
и др. т а и я поверхности осуществляются экспериментально съ помощью жид-
кихъ пленокъ, въ силу новерхностнаго натяжешя принимающихъ форму 
поверхностей съ наименьшею площадью при данномъ контур*. Такимъ 
образомъ средняя кривизна имъетъ значенье для математической физики. 
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Примеры минимальныхъ поверхностей: 

1) Обыкновенная винтовая поверхность (геликоиде) г — arctg - , 

притомъ это единственная минимальная поверхность линейчатая (E.Catalan). 

2) Катеноиде—поверхность, получаемая вращешемъ цепной линш 

около оси s-овъ; притомъ это единственная минимальная поверхность 
вращенш (Meusnier). 

COS OLQO 

3) Минимальная поверхность Scherk'a: eaz— . 
cos да/ 

Для данной поверхности z = f(x, у) (1) (не минимальной) (26) 
определяете на поверхности (1) кривую, во всехе точкахъ которой сред
няя кривизна равна нулю и, стало быть, рад1усы кривизны главныхъ 
нормальныхъ сеченш равны по величине, но направлены ве противопо
ложный стороны. 

Минимальный поверхности—частный случай поверхностей постоян
ной средней кривизны, которыя определяются уравнешемъ: 

r-£±£tz^9f + & = C o n s t a . 

§ 30. Полная или Гауссова кривизна. 

Произведете корней уравнешя (23) равно: 

1 _ rl — s* 

Эта величина называется полною или Гауссовой кривизной. Если 
эта величина положительна, то рад1усы кривизны—одного знака и, сле
довательно, направлены въ одну сторону. То же самое значеше имеетъ 
Гауссова кривизна и для другой стороны поверхности (тогда только оба 
pafliyca Bt и R2 изменяютъ знакъ на обратный). Такъ какъ для этого 
должно быть rt — s 2 > 0 , то мы получаемъ другое значеше классифи
кации, основанной на разсмотренш индикатрисы Дюпена: es эллиптиче
ской точке поверхности Гауссова кривизна положительна. 

Если - < 0 , то главные рад!усы противоиоложныхъ знаковъ, 
RiR% 

главные центры кривизны (центры круговъ кривизны главныхъ нормаль
ныхъ свченш) лежать по разныя стороны касательной плоскости. 

„ З м « с ж » Имажрдт. Х » р и . уя«вер. 
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Тогда должно быть rt — s 3 < 0: точка гиперболическая импетъ 
отригухтелъную Гауссову кривизну. 

Если, наконецъ, rt — s 2 = 0 , одинъ изъ рад1усовъ кривизны обра
щается ВЪ га. 

Въ параболической точт, поверхности Гауссова кривизна равна нулю. 
Параболичесюя точки поверхности образуютъ на ней, вообще го

воря, кривую литю,— цересъчете поверхности z = f(x, у) съ поверх
ностью rt—s2 = О. 

Эта л и т я называется параболическою лингей поверхности. Въ ея 
точкахъ Гауссова кривизна равна нулю, и она отдБдяетъ тъ части по
верхности, въ которыхъ Гауссова кривизна положительна, отъ тъхъ, ГДЕ 
она отрицательна. 

Если въ каждой точкъ поверхности rt — s 2 — О, т. е. если каждая 
точка параболическая, Гауссова кривизна равна во всъхъ точкахъ нулю. 
Т а и я поверхности называются поверхностями нулевой кривизны. Какъ 
ув'идимъ далъе, это суть развертывающаяся поверхности. 

Если Гауссова кривизна во всвхъ точкахъ поверхности положи
тельна (стало быть всв точки эллиптическш), то поверхность будетъ 
поверхностью положительной кривизны. 

Такъ, для эллипсоида 

ж 2 f_ (rt — s 2 ) . 2 a _ 1 / р г дЛ 

а* ' Ь 2 + С 2 — ' ^ ~~aJc2 1 са\№ + а*) 

стало быть rt-— s- > О. 
Если во всвхъ точкахъ Гауссова кривизна отрицательна, всъ точки 

будутъ гиперболическая, поверхность будетъ поверхностью отрицательной 
кривизны. Въ особенности эти названы применяются тамъ, где кривизна 
(Гауссова) во всвхъ точкахъ поверхностей одинакова не только по знаку, 
но и по величин*. Ташя поверхности называются поверхностями посто
янной кривизны. Онъ удовлётворяютъ уравненш 

rt-s* 2 

a+p*+q*r - а -
Значете Гауссовой кривизны для характеристики поверхности 

выясняется изъ теоремы (Гауссова „theorema egregium"): при изшбан'м 
поверхности ея полная кривизна остается безъ измпнетя. 
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§ 31. Наложение и изгибан!е поверхностей. 

Если даны двъ поверхности 

z — f(x> У) и z = F(x, у), 

отнесенный къ одной и той же системе прямоугольныхъ координатъ, то 
мы говоримъ, что одна поверхность накладывается на другую, если 
между точками одной и точками другой можно установить такую связь, 
что всякой кривой, лежащей на одной поверхности, будетъ соответст
вовать на другой кривая той же длины. Такъ накладываются одна на 
другую каждыя две плоскости, две сферы одинаковаго paiiyca. Но по
мимо такого наложешя тожественныхъ поверхностей, различающихся 
только положешемъ въ пространстве, могутъ быть накладываемы одна 
на другую и различный по виду поверхности: плоскость (которую пред-
ставляемъ себе гибкою и нерастяжимою) можетъ быть свернута въ трубку, 
или навита на прямой круговой цилиндръ, или на конусъ. Если изъ по
верхности шара выръжемъ двумя плоскостями большихъ круговъ двух-
сторонникъ и соединимъ полукруги, служащее его границами, то полу
ченная поверхность такова, что накладывается на поверхность взятаго 
сначала шара. При этомъ наложеше сопровождается изшбатемъ поверх
ности безъ разрывовъ и складокъ, такъ что ни одна линш, расположенная 
на поверхности, не удлиняется и не укорачивается. Длины лиши не изме
няются; следовательно, дифференщалы дуги должны быть равны. 

- Допустимъ, что взаимное положеше поверхностей таково, что со
ответственными будутъ те точки, которыхъ координаты х, у одинаковы. 

Элементъ дуги 

ds2 = dx2 + dy2 4- dz2; 

если кривая лежитъ на поверхности то 
dz — pdx -f- qdy, 

и потому 
ds2 = (1 + У ) dx2 + 2pqdxdy + (1 + q2) dy2 

для второй поверхности пусть 
dz = Pdx + Qdy 

такъ что соответственный элементъ 

ds2 = (1 + Рг) dx' + 2PQdxdy - f (1 + Qr) dy2. 

Они должны быть равны при вс*гь х, у, следовательно должны 

существовать равенства 
1 + ^ = 1 + Р 2 2pq=2PQ 1 - H ä = 1 + <2г, 
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изъ которыхъ следуете 

P—Q А-

Но Гауссова кривизна зависите только отъ рг, q2, s 2 и rt, следо
вательно для такихъ двухъ поверхностей она одинакова. Такимъ образомъ 
если двгь поверхности накладываются одна на другую, то ихъ Гауссова кри
визна въ соотвтпственныхъ точкахъ одинакова. Тоже самое имеетъ место 
и по отношению къ такимъ двумъ поверхностямъ, изъ которыхъ одна 
есть результата изгибашя другой, что и доказываете справедливость 
вышеприведенной теоремы Гаусса. Но обратное заключете не имеете 
места: въ соответственныхъ точкахъ двухъ поверхностей Гауссова кри
визна можетъ быть одинакова, но дифферент алы дуги могутъ быть раз
личны, и потому поверхности не будутъ наложимы одна на другую. Такъ 
(примеръ Wangerin'a) поверхность, полученная вращетемъ логариемики 

2 2 = l o g ( t f 4 - « / 2 ) , 

и обыкновенная винтовая поверхность 

г = агс tang 

Гауссову кривизну имеютъ одинаковую (отрицательную) 

к = 1 
( ^ + , 1 + 1)» 

но дифференщалъ дуги первой поверхности 

а на второй: 

здесь 
p=Q q = — P. 

Откуда 
r — S, s = — R=T, t = — S, 

и следовательно, 

l+Ps + q2=l + Qr + Pi 

rt — s*=RT—S*. 
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§ 32. Огибающая семейства поверхностей, зависящаго отъ двухъ 
параметровъ. 

Уравнение 
F(x, у, г , a, b) = 0, (1) 

гдъ а и Ь—два произвольныхъ параметра, определяете семейства поверх
ностей »). Какая-нибудь поверхность а, Ъ семейства соответствующая 
значешямъ а, Ъ параметровъ, пересекается съ безконечно - близкою 
поверхностью того же семейства 

F(x, у, z, а + da , Ъ + db) = О (1'^ 

по кривой, при опредъленш которой можно (1') съ помощью (1) заме
нить черезъ 

0 — F'a(x, у, z, a-j-öda, Ъ-j-b^db)da -f 
+ F'b (x, у, z , a 4~ bda, b -f- etdb) db. 

Все эти поверхности въ пределе проходятъ, каково бы ни было 
отношеше da: db, черезъ точки, которыя удовлетворяюсь (1) и уравнешямъ: 

0=Fu(x, у, г, а, Ъ), 0 = Fb{x, у, г, а, Ъ), (2) 

и которыя называютъ характеристическими точками. Ихъ геометричес
кое место называется огибающей семейства (1). 

Теорема: Жаждая изъ поверхностей семейства (1) касается въ ха-
рактеристическихъ точкахъ съ огибающей. 

Действительно, изъ (2) можно найти а и Ъ въ функщи (х, у, г ) 
и подставить а = <р(х, у, з), Ъ = у>(х, у, г) въ (1). Результате и 
будетъ уравнеше огибающей. Если (х0, у0, г 0 ) есть ея характеристи
ческая точка, то для нея (2) дадутъ соответственно значетя а 0 и 6 0 

параметровъ а и b, такъ что 

а0 = <р(х0, у0) z0), Ь0=гр{х0, у„, z0). 

Касательная къ поверхности (1), соответствующей этимъ значешямъ 

а ' *' Т- е- F(x, у, z, «о, 60) = 0 , 

въ точке (х0, у0, z0) имеете своимъ уравнешемъ: 

(F)Q(X-x0) + (FX(Y-y0)±(Fl)o(Z-zo) = 0, (3) 

(F')0=Fx(x0, уо, го, а 0 , Ъ0) и т. д. 
] ) Есаи уравнеше содержвтъ одинъ вараметръ, оно опред*ляетъ сс 1 поверхно

стей; если параметровъ въ уравненш два независимых!, то оо?, и вообще, е с и гравиеш'е 
зависитъ отъ п параметровъ, то оно опред-Ьхитъ оо» поверхностей. 
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Для огибающей касательная будетъ 

(К+к<+ K-KW-X)+(K+F>*+F*-K)&^+ 

+ (Ft+ F'a. a'f+ F'b. b't) (2-е) = О, 

что съ помощью (1) приводится къ виду 
1 Г ( Х - Ж ) + Р ; ( Г - у ) + ^ ( 2 - я ) = 0 , (4) . 

гдъ а ab должны быть заменены черезъ <р и гр. Но для тички (х0, у0. z0) 
(pap принимаютъ значетя а 0 и 6 0 , и, следовательно, (4) обращается 
въ (3). 

Касательная плоскость огибающей и поверхности семьи въ харак
теристической точк* будетъ одна и та же. 

Приложеше теорщ огибающихъ представляетъ теорема: поверхность 
(место точекъ) можешь быть разсматриваема, какъ огибающая ея каса-
тельныхъ плоскостей. 

Для развертывающихся поверхностей мы это уже имели. Въ уравненш: 

р (Х-х) + q (Y—y) — {Z—z) = О, (5) 

р, q и z суть функщи х, у. Огибающая поэтому определится (5) и 
УСЛ0В1ЯМИ 

r(X-x) + s(Y—у) — p - f i > = 0 или r (X—x) + s(Y—у) = 0 
s(X—x)-{-t{Y—y) — q+q = 0 или s (Х—х) -\- t(Y—y) = О. 

Если rt — s 5 Ф О (а при rt — s2= 0 поверхность будетъ разверты
вающеюся, какъ увидимъ далее), то изъ (6) следуетъ: Х = х, Y=^y, 
т. е. характеристическою точкою будетъ на каждой изъ касательныхъ 
плоскостей (5) именно точка прикосновешя. 

Иногда въ уравнете семьи поверхностей входить не два пара
метра, между собою незавпсимыхъ, а три или более, связанныхъ между 
собою столькими соотношетями, что независимыми остаются два. Этотъ 
случай разрешается такъ же, какъ и аналогичный случай плоскихъ 
кривыхъ. 

Возьмемъ для простоты случай трехъ параметровъ, связанныхъ од-
нимъ соотношещемъ: 

F(x, у, з, а, Ь, с) = 0 , (7) 

д>(а, Ь, е) = 0 . (7') 
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По предыдущему должно быть: 

К+К%=о, (8) •да 

^ + ^ = 0 , (9) 

дс дс 
при чемъ и определяются изъ уравнетй: 

^ + 9 > ; ^ = о си) 

Исключая отсюда — и получимъ два уравненш: 

К-9'.-^ К = (12) 

^ • ^ - - ^ . ^ = 0 , (13) 

остается исключить а, Ъ, с изъ (7), (7'), (12) и (13). 
Но очень часто лучше поступать такъ: множимъ (10) и ( И ) на не

определенный множитель X и складываемъ соответственно съ (8) и (9); 
получимъ: 

дс 

к+ ад- ̂  (к+ >•<)=° • (") 
дс 

^ + ^ + ^ ( ^ + Я » е ' ) = 0 . (15) 

Произвольностью I воспользуемся, чтобы обратить въ 0 коэф-
, . дс дс 
фищентъ при ^ и т. е. положпмъ: 

F'c-\-Z<p'c = 0, (16) 

Тогда (14) и (15) приводятся къ: 

^ ' + а д = о . К+**'г=0' С17) 

и изъ пяти уравненш: (7), (7'), (16) и (17) исключимъ а, Ь, с и I. 
Это равносильно тому, что беремъ частныя производныя по а,Ь,с, 

какъ незавнсимымъ перем*инымъ, отъ F-f- Х<р, приравниваемъ ихъ нулю 
и вдобавокъ разсматрвваемъ (7) и (7'). 
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Примъръ 1) Найти огибающую плоскостей 

если параллелепипедъ, построенный на а , Ъ , с, имъетъ постоянный объ-
емъ abc = q3. 

Замънивъ последнее условное уравнете другимъ: 

lg а + lg Ь - j - lg с — 3 lg q — о , 

имъемъ для опредълетя огибающей: 

откуда 

а 6 с 3 
Уравнете огибающей: 

21хуз = q3. 

2) Шаръ x2+y1-\rsi = 2ax-4r2ßy4r2ye (а, ß, у—величины дан-
ныя) пересъкается съ другимъ шаромъ, проходящимъ черезъ начало 
координатъ и имъющимъ свой центръ на эллипсоид* 

• 
Найти поверхность, огибаемую радикальными плоскостями этихъ шаровъ. 

3) Оси двухъ концентрическихъ эллипсоидовъ имъютъ одинаковое 
направлете. Показать что огибающая полярныхъ плоскостей точекъ 
В Г Е Ш Н Я Г О эллипсоида относительно внутренняго есть третШ эллипсоидъ, 
концентрическШ съ двумя первыми. 

4) Найти огибающую концентрическихъ эллипсоидовъ 

а 2 ' Ь 2 т е3 

въ которыхъ параллелепипедъ, построенный на осяхъ, сохраняешь посто
янный объемъ. 

5) Огибающая плоскостей 

У 
sine cos о? sinesmoo 1 cose 

есть поверхность ^ ' - f y 1 " - } - « ' — ( W o l s t e n h o l m e ) . 
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6) Огибающая плоскостей lx-\-my+nz — a, гдт> I, т, и связаны 
уравнешями I + т + п = О, Р-\- т 2 + п*= i е с т ь Ц И Л индръ 

(X — (0 — Ж ) 2 + (у - 3« . 

Нъноторые частные типы поверхностей и ихъ 
диФ<*>ереншальныя уравнеж'я. 

§ 33. Поверхности вращен1я. 

Поверхность, образуемая вращешемъ плоской кривой около оси, 
лежащей въ ея плоскости, называется поверхностью вращенш. Образу
ющая кривая носить назваше меридганной кривой. Каждая точка послед
ней описываетъ при вращенш параллельный круп, касательная въ каж
дой точке котораго перпендикулярна къ проходящей черезъ точку пло
скости соответственнаго положения мерид1анной кривой. Нормаль послед
ней перпендикулярна поэтому къ касательной параллельнаго круга, а, 
следовательно, и къ касательной плоскости поверхности, т. е. будетъ 
нормалью къ поверхности. Поэтому нормаль поверхности вращенш встре
чаешь ея ось вращенгя. 

Если ось вращешя принята за ось Z-овъ, то услов1е встречи 
нормали 

X—x_Y—у Z—z ^ 
P ~ q ~ —1 

съ осью Z-овъ будетъ: 

= — —, т. е. ри — ах = 0. ( 2 ) 
Р (1 

Если уравнешя оси вращения 

Х—а У— Ъ Z— с ^ 
I т п ' 

то ycioBie пересечен1я прямыхъ (1) и (3) напишется, какъ ycioBie сов
местности уравненш (1) и (3), или, означая т общее значеше трехъ от-
ношешй въ (1), а б—тоже ЕО (2), ycioeie совместности 

Х = рг + # = /б -f-a 

Y = qt -f- y = mo~y-b 

Z — — x -f-г == rt б -f- с. 



Это ycaoßie будетъ: 

х—а 
Р 
I 
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= 0 (4) 

иди въ развернутость видъ: 

(х—а)(щ-{-т) — (у—&)(wp4~J)4-(,s—e)(pm—lq) — 0 . (5) 

Къ тому же уравненш (2) придемъ, если замътимъ, что принявъ 
ось в р а щ е т я за ось Z-овъ, а въ плоскости мерид1авной кривой систему 
осей OZ и OU, имъемъ: 

Отсюда 
Z — f (и) и и"= х*-\- у2. 

„ . . дм „ д м 

ди 
%—- = х. 

дх 
ди 
ду * 

или по раздъленш 
/ Ч « ) . _ Р _ g 

и х у 

что и приводить снова къ (2). 

§ 34. Коническ1я поверхности. 

Поверхность, огибаемая плоскостями: 

и (а) (х—а) -f v (а) (у—Ъ) -f- tc (а) (s—с) = 0 , (1) 

проходящими черезъ неподвижную точку (а, Ь, с) ц зависящими отъ 
одного параметра а, называется коническою. Ея уравнете получится, 
если исключимъ а изъ (1) и изъ его производной по параметру ы: 

и' (х — а)-\- v' (у — b)-{-iv' [z — с) = 0 . (2) 

Характеристики суть прямыя, проходяпця черезъ точку (а, Ь, с)— 
вершину конической поверхности. Дифференцируемъ (1) , считая въ немъ 
параметръ а функщей (х,у), определенной уравнетемъ (2),—получимъ: 

и -\- top - j - [«' (х—а) -\- о) 4 - -с' {г—с)]«' = 0 , 

V 4 - wg 4 - [и' [х—а) 4 - (у — Ь) 4 - м>' (г — с)] = 0 ; 

у—Ъ z—с 
q - 1 
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Здесь Ф совершенно произвольная функщя двухе аргументовъ, 
допускающая по нимъ производныя. 

§ 35. Цилиндричесв1я поверхности. 

Если плоскости 
u(a)x-{-v(a)y + <o(a)z-\- ш(а) = 0 , (1) 

подчинены условш—-быть параллельными данной прямой 

- = У- = -
1 т п ' 

Т 0 lu -f- mv - j - пса = О ; (2) 

съ помощью (2) эти уравнешя приводятся къ виду: 

M-j-«//7 = 0 , v-\-wq = 0. 

Внося эти значетя и и v въ (1) и сокращая на го, получимъ: 

(z — c)—p(z — a) — q(y — b) = 0, (3) 

искомое дифференщальное уравнеше. 
Замътимъ еще, что разделяя (1) и (2) на (г —с) и решая въ от-

ношеши и , получимъ 
г—а г—с 

= А(а), 2 — В(а). 
Z — C Z— с 

Исключая изъ двухъ уравненШ а, получимъ 

изъ котораго дифференцировашемъ по х и по у можно также получить 
(3). Умножая на z— с , получимъ уравнеше однородное относительно 

. (х — а), (у — Ъ), (л — с). Если вершину принять за начало координатъ, 
то (3) приметъ видь 

Z — рх — qy=0, 

дифференциальное уравнеше коническихъ поверхностей, имеющихе вер
шину въ начале координатъ. Соответственное конечное уравнеше 



Это ycaoBie будетъ: 

х—а у—Ъ z—с 
р q —I 
I т п 

(4) 

или въ развернутого, вид*: 

(х—а)(щ-\-т)~г (у—b){np4-l)-\-(z—c)(pw—lq) = 0 . (5) 

Къ тому же уравнешю (2) придемъ, если замътимъ, что принявъ 
ось вращетя за ось Z-овъ, а въ плоскости мерид1анной кривой систему 
осей 0Z и OU, имеемъ: 

Отсюда 
z = f (и) и м а = х2-\- у2. 

„ . .ди „ ди 
W ( « ) S . q = f{u)dy-

du 
' дх 

или по разделенш 

ди 
ду 

f(u)_p_q 
и х у 

(1) 

что и приводить снова къ (2). 

§ 34. Еоническ1я поверхности. 

Поверхность, огибаемая плоскостями: 

и (а) [х-а) + г (а) (у—Ъ)-{-го (а) (г—с) = О, 

проходящими черезъ неподвижную точку (а , Ь, с) и зависящими отъ 
одного параметра « , называется коническою. Ея уравнете получится, 
если исключимъ а изъ (1) и изъ его производной по параметру и: 

«' (х — а) + V' (у-Ъ)4- iv' (z - с) = о. (2) 

Характеристики суть прямыя, проходящая черезъ точку (а, Ъ, с)— 
вершину конической поверхности. Дифференцируемъ (1) , считая въ немъ 
параметръ а функщей (х,у), определенной уравнетемъ (2),—получимъ: 

и - j - ivp 4 - [и' (х—а) 4 - v (у—1) 4 - w' (г—с)] а'х = 0 , 

V 4 - щ 4 - [и' (х—а) 4-1?' (у — Ь) 4 - м>' (г — с)] = 0 ; 
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Здесь Ф совершенно произвольная функщя двухг аргументовг, 
допускающая по нимг производныя. 

§ 35. Цилиндрическая поверхности. 

Если плоскости 

и (а) х -f- *> (а) У + <» ( « ) z + 0 («) = 0 > С1) 

подчинены усдовда—быть параллельными данной прямой 

х у z 
I т п ' 

то 
hi.-j-»ni>-j-ню = 0 ; (2) 

съ помощью (2) эти уравнешя приводятся къ виду: 

и -f- гор — О, V - j - wq = О. 

Внося эти значетя и и v въ (1) и сокращая на го, получимъ: 

(г — с) — — «) — q(y — Ь) = 0 , (3) 

искомое дифференщальное уравнеше. 
Замътимъ еще, что разделяя (1) и (2) на (я — с) и решая въ от-

ношенш и , получимъ 
г—а г—с 

= Л ( а ) , —В(а). 
Z— С Z — с 

Исключая изъ двухъ уравненш а , получимъ 

изъ которато дифференцировашеме по ж и по г/ можно также получить 
(3). Умножая на z— с, получимъ уравнеше однородное относительно 

.{х— а), (у— 6), (г —с). Если вершину принять за начало координатъ, 
то (3) примете видъ 

z — рх — qy=0 , 

дифференщальное уравнеше коническихъ поверхностей, имеющихъ вер
шину въ начале координатъ. Соответственное конечное уравнеше 



— 156 — 

предполагая, что и + О, умножая (1) на п, и вычитая изъ него (2), 
умноженное на г, получимъ 

и (пх — lz)-\-v (пу — mz) - j - ию = 0 . (1') 

Исключая а изъ (1') и изъ уравнешя: 

и'(пх — lz) -\-v' (пу — mz) -4- пса1 = О, (3) 

получимъ огибающую, характеристики которой суть прямыя 

пх — lz — <p (а), пу — mz = у> (а) (4) 

параллельныя прямой (2). 
Дифференцируемъ (1') по х и по у, считая, что а есть функщя 

(х, у ) , определенная (3); имъемъ: 

и (п — lp) — V. т р -[- а'х [и' (пх — lz) -\- v' (пу — mz) -\-псд'] — 0 , 

—и.lq-\-v(n — mq)-j-a'v[и'(пх — lz) + »'(Щ — mz)-(-im'] = 0 . 

Съ помощью (3) эти уравнешя приводятся къ виду: 

и (п — lp) —v.mp — O, — и. lq 4- v(п — mq) = 0 , 

исключая изъ которыхъ и и v получимъ; 

(и — lp) (п — mq) — т р . lq = О, 
или 

п (и — lp — mq) — 0 , 
или, отбрасывая п Ф 0 : 

п — lp — mq — О. (5) 

Если бы направляющую прямую задали уравнениями: 

.г = yz, у = VZ , 

то дифференщальное уравнеше было бы 
1 — PP + vq- (5') 

Конечное уравнен1е цилиндрическихъ поверхностей получимъ ис
ключая а изъ (4), что доставить: 

Ф (пх — lz, пу — mz) = О, 

исключая изъ котораго днфференцировашемъ произвольную функшю Ф , 
пришли бы къ тому же уравненш (5). 



§ 36. Развертывающаяся поверхности. 

Обращаемся къ общему случаю развертывающихся поверхностей, 
опредъляемыхъ, какъ ВИДЕЛИ выше (§ 12), уравнешями 

и (а) х -\- V (а) у -f- со (а) z - f -й (а) = 0 , (1) 

и' (а) х -f- v' (а) у -f- со' (а) z -(- ю (а) = 0. (2) 

Дифференцироваше по ж и по «/ (1)-го даетъ 

w (a) -f-/>ю (а) - |- \хи' (а) -\- yv' (а) -4- za>' (а) -j-&' (а)| = О, 

v(a)-{-qco (а) + {жм' (а) -f- («) ~Ь за / (а) + со' (а)} = 0. 

Съ помощью (2) эти уравнетя сводятся къ: 

и (а) Л-2)03 (а) = О , г; (а) - j - gco (а) = 0 . 

Исключая изъ двухъ уравненш а, получимъ: 

Ф(Р, ?) = 0 , (3) 

содержащее еще произвольную функщю Ф. Дифференцируя снова по х 
и по у получимъ: 

ФР • г + ф ' я • s = 0 ' 

Ф' . s - f -Ф' . t—O, р 1 я ' 
откуда 

г s Ф'ч 

Два первыя отношетя даютъ: 

rt—s2 = 0 , (4) 

искомое дифференщальное уравнете развертывающихся поверхностей. 
Оно показываетъ, что всгь точки развертывающейся поверхности суть 
параболичестя. Гауссова кривизна въ каждой точкп, развертывающейся 
поверхности равна нулю. 

Если примемъ 
. Ф' 

—% — const = т . 
Ф 

V 

то придемъ къ случаю цшшндрическихъ поверхностей; дМств., тогда 

г = ms, s = mt, 
следовательно, 

rdx -j- sdy — m (sdx + tdy), dp = mdq 



то есть р— mq = c— уравнеше, только видомъ отличное отъ выше по-
лученнаго дифференщальнаго уравнешя цилиндрическихъ поверхностей. 

Для коническихъ поверхностей 

d[(z—z0) — p(x—xQ) — q(у—«/0)] = 0 , 
т. е. 

(x—x0)dp + (y—y0)dp = 0 (ибо dz = pdx-\-qdy), 

что при произвольномъ -f- даетъ: 

(x — x0)r + (y~y0)s = 0, (x — x)s + (y~y0)t=*0 
и, след., 

г s 
7~Т' 

§ 37. Лппейчатыя поверхности. 

Линейчатыми поверхностями называются таыя поверхности, кото
рыя могутъ быть образованы движешемъ прямой линш, совершающимся 
непрерывнымъ образомъ по некоторому определенному закону. Таковы, 
напримере, коническая поверхности, описываемый прямой, проходящей 
черезъ неподвижную точку и опирающаяся на неподвижную кривую; 
цилиноричестя,—когда все прямыя параллельны между собою (т. е. когда 
вершина удаляется въ безконечность); таковы поверхности 2-ой степени— 
однополый гиперболоиде и гиперболичесюй параболоидъ: 1-я образуется 
прямыми, опирающимися натриданныя прямыя; 2-я—прямыми, опираю
щимися на две данныя и параллельными данной плоскости (т. е. опи
рающимися на ея безконечно - удаленную прямую). Таковы, наконецъ, 
развертывающшся поверхности, образуемый движешемъ прямой, которая 
остается касательной къ некоторой кривой двоякой кривизны. 

Развертывающшся поверхности представляюте только частный слу
чай линейчатыхъ поверхностей, ибо въ нихъ две соседв1я прямыя,— 
каке сосвдшя касательныя къ ребру возврата,—пересекаются. Вообще 
же две сосвдшя образующая линейчатой поверхности не пересекаются, 
каке ве упомянутомъ случае линейчатыхъ поверхностей 2-го порядка, 
въ которыхъ прямолинейный образуютдя одной системы между собою 
не пересекаются. 

Уравнешя 

<1) 
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где а , ß, а и 6 суть функщи одного параметра 6, определяют* не одну 
прямую, а безчисленное ихъ множество. Исключая изъ двухъ уравненШ 
этотъ параметръ, получимъ одно соотношете между х, у, г, 

Ф(х,у,з) = 0, (2) 

которое определить поверхность, на которой лежитъ каждая изъ прямыхъ, 
определяемых* уравнешями (1) при всяком* значенш параметра ь. По
этому (1) можно съ темъ же правомъ считать уравнетями линейчатой 
поверхности въ параметрической форме: 

з— а (и) v - j - а (и), 

У — ß (и) V -\- Ь (и), 

• X — V , 

если положить въ (1) Ь — и, x=^v, чтобы привести уравнетя (1) къ 
принятой параметрической форме. 

Постараемся исключить входящая въ (1) четыре произвольный 
функцш отъ в. (На самомъ д*ле ихъ только три—ибо одинъ изъ че-
тырехъ коэффициентов* можно принять за 6). Для этого будемъ диф
ференцировать (1) по г и до у , считая въ нихъ 6 определеннымъ въ 
функщи х, у по второму изъ уравненШ (1); получимъ: 

р = а+6х {ха'ц - j - ae') (I) 

(3) 
0 = ß4r b'Jxß^ + b^) (И) 

<l = b'vWfi-\-a'4) (III) 

l = в; ( * / г в ' + &„'). (ПО 

Эти четыре уравнетя позволяютъ исключить производныя ссу', а'ц, 
, и и приводятъ къ одному соотношенш, ихъ не содержащему. Изъ 

уравненШ (I) и (III) исключимъ ха'ч4-а'ц, изъ уравненШ (II) и (IV) 
исключим* xßy-\-bq, получимъ: 

(4) 
q К 

~ ß ~ < (4') 
1 6' 

Таким* образомъ 
p4-ßq = a. 



Но если «9 _ < 
<*9 

то изъ (I) и (II) находимъ: 

Р-— а а в _ 
-ß ^9 К 

а изъ (III) и (IV): . 
«9 _ а 9 

Ч -

(6) 

Такимъ образомъ у и g суть функщи в ,—т. е. поверхность будетъ 
развертывающеюся въ случав, если выполнено услов1е (6). 

Дифференцируя уравнеше (5) еще разъ по х и по «/, получимъ: 

ßs + г = (« 9 '— g/9Q') 6^, 

Разделяя ихъ одно на другое и заменяя-^ по (4') черезъ —ß, 
\ 

получимъ: 

т. е. 

r + 2sß + tßi = 0. (7) 
Остается продифференцировать еще разъ по а: и по у , чтобы со

ставить еще одно уравнеше, содержащее ß, и тогда можно будетъ ис
ключить и эту произвольную функщю. 

Обозначимъ, какъ и выше (§ 18) 
д3г дг £ дъз dr ds ^ 
дхг дх ' дхЧу оу дх 

дЧ ds dt дЧ dt дхду2 ду дх ' dy3 dy 

Дифференцируя (7) по х и по у, получимъ: 

* + 2lß + mß* = — в; (2sß^+ 2tßß^) , 

I + 2mß - f nß* = - в ; (2sß^+ 2tßß^). 

l ) Если _ = - J _ , то иагЬехъ только — = — = — £. Но тогда поверхность раз-
s t s t 

вертывающаяся. 



Разделяя одно на другое и заменяя JL ПО (4') черезъ (—/?), 
имвеме: 6 „ 

1г 4 - 2lß+mß2 

или 
1 + 2mß-\-nß* ' ^ 

k~-3lß-\- 3mß2 + и/9* = 0 . (7) 

Полученный такимъ образомъ уравнешя (6) и (7) содержать уже 
только одну произвольную функщю ß параметра 6. Исключая и ее, по
лучимъ окончательное уравнеше, которое распадается на два, линейныхъ 
относительно производныхъ 3-го порядка, съ коэффищентами—степенями 
корней (6), т. е. функщями производныхъ 2-го порядка. 

Самое исключеше довольно сложно, поэтому обыкновенно этого ис-
ключешя не производятъ. Окончательный результатъ можно однако пред
ставить въ довольно симметричномъ виде, если заметить, что, такъ какъ 
развертывающаяся поверхности—частный случай линейчатыхъ, то диф
ференциальное уравнеше последнихъ должно удовлетворяться въ силу 
уравнений 

d-(rt — s 2) = 0 , ~ ( r * - - - s 2 ) = 0 . rt- 0, дх ду 

Действительно, если означимъ: D — rt — s2, то искомое уравнеше 
можетъ быть изображено: 

г s t 
dr ds dt 
дх дх дх 
dr ds dt 
ду ду ду 

(3) 

Определитель ве правой части также обращается ве 0 при 0 = 0 . 

§ 38. Некоторый свойства линейчатыхъ поверхностей. Стрик-
цшнная лин1я. 

Уравнешя (6) и (7) допускаюте геометрическое истолковаше. 
Положимъ: 

rdx* + 2sdxdy - j - tdy2 = 0 , (6') 

M r 3 + ЪЫхЫу + 3mdxdy2+ ndy3 = 0 . (7'> 
Первое есть дифференщальное уравнеше асимнтотическихъ линШ, 

и мы приходимъ къ нему, определяя те главный касательныя, для ко-
„ З д я ж с н И м м г д т . Харьк. Универ." 11 
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торыхъ перпендикуляр* изъ точки, (х - j - dx, уЦ-dy, z -f AB) на каса
тельную плоскость есть безконечно малая не 2-го, а 3-го порядка. Этотъ 
перпендикуляръ своею главною частью имеетъ: 

1 к. dx3-\- 31. dx2dy -f- 3»?. dx dy -|~ ndy3 

1.2 .3 Vl-fp» 

а, следовательно, при выполненш (7') и эти члены выпадаютъ, такъ 
что перпендикуляръ этотъ будетъ безконечно малая не 3-го, а 4-го по
рядка относительно dx, dy. 

На произвольно взятой поверхности не во всякой точк* (6') и (7') 
совместны и даютъ значетя dy I dx, и, следовательно, (8) не тожест
венно удовлетворяется, но представляетъ уравнете между х н у , опре
деляющее цилиндръ, который вырезаетъ на поверхности кривую. Вдоль 
этой кривой карательный имеютъ съ поверхностью прикосновете 3-го 
порядка. Въ случае же, если (8) удовлетворяется при всякихъ х и у 
(когда имеемъ поверхность линейчатую), то всякая точка поверхности 
обладаешь тпмъ свойствомъ, что въ каждой точкп одна изъ ея глав
ныхъ касателъныхъ имштъ съ поверхностью прикосновете 3-го порядка. 

Вернемся къ уравнешямъ (3) 
Исключая ь'х и e j , найдемъ: 

а'х-г-а' а'х-{-а' 
p = a - ß W x T b - q = W i + P ( 9 ) 

(здесь производныя берутся по параметру е). 
Подставляя въ общее уравнете касательной плоскости: 

р ( Х — * ) - Н ( Г — У ) ~ ( Я - * ) = 0 , 
получимъ: 

О = [«(X—х) — ( Z - г ) ] (ß'x-\-V) — [ß(Х—х) — ( Г—у)] (а'х^а1), 

или съ помощью (1): 

О = (Z — аХ — а) (ß'x - f V) — ( У — ßX — b) (а'х - f о'). 

Если точка перемещается по образующей, то значете параметра ö 
не изменяется, а изменяется только х; касательная плоскость враща
ется около этой образующей. 

Плоскость касательная будетъ одинакова для всехъ точекъ одной 

и той же образующей только при ^ 7 = ^ Т -
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При этомъ, какъ видели выше, линейчатая поверхность есть раз
вертывающаяся. 

Пусть а'Ь' — ß'a' Ф О. 

Примемъ производящую за ось ОХ. Соответственный значешя 
коэффищентовъ <х = а = /? = Ь = 0. 

Уравнеше касательной плоскости: 

Z(ß'x +b') — У (а'х ~\-а') — 0. 

Уравнение нормали въ точкахъ одной и той же образующей: 

X—х Y _ Z 

0~ ~ —а'х—а' ^ß^c + V' 

Исключая отсюда х, находимъ: 

У (ß'X - j - b') + Z (a'X -f- a') = 0 , 
нормали къ линейчатой поверхности въ точкахъ одной и той же обра
зующей образуютъ шперболическш параболоидъ (Hachette. 1832). 

Если р — уголъ касательной плоскости съ плоскостью XOY, то: 

а'х + а' 
X ^ = Jx-+W 

Для другой точки ~(х±) соответствующей уголъ пусть грх; по извест
ной формуле для тангенса разности угловъ: 

_ (а'х1 -4- а') (ä'x + V) — (а'х + я) 0 ? ' ^ + Ь') 
8 ( V l V) — (а'х^а') (а'х + а') + (ß'Xl+ Ъ') (ß'x + Ь') 

(a'ß'—a'b')(x — xj 
= xJxTJa'^ ß'*) -f- a'a'-fb'ß'} + x7Ja!ä! + b'ß') + a'*-\- b"' 

Знаменатель не зависить отъ х, если 

«,'«'+ 
+ ' 1 j 

л тогда: 
(х — x1)(a'^ß'-i)(a'ß'~ a'b1) __(x—x1)(a'i+ß") 

t g ( ^ i W — ( 0 ' « + б ' » ) ( в ' » + ( в ' в ' + 6 ' / в ' ) » ~ (a'ß'—а'Ь') ' 
т. е. 

t g ( p — у>1) = р • JA1 

(где ^ не зависите ore х), если хх соответствуете точке J и х — точ
ке Л/. Таковъ законъ изменения угла грх— гр, открытый М. Chasles'eMe: 
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тангенсъ угла касательной плоскоетгг, проходящей черезъ данную образу
ющую линейчатой поверхности, возрастаешь пропорцгоналъно разстоя-
нгю точки прикосновения отъ точки J. Отсюда заключаем*: касатель
ный плоскости къ линейчатой поверхности въ точкахъ одной и той же 
образующей образуют* пучекъ плоскостей, проэктивный точечному ряду 
ихъ точекъ прикосновешя. Коэффищевтъ и называется параметромъ 
распределения. Точка J называется центральною точкою образующей. 
Мы приходим* къ ней также разсматривая касательную плоскость, пер
пендикулярную къ той, которой точка прикосновешя есть безконечно-
удаленная точка образующей. Чтобы получить эту ПОСЛЕДНЮЮ плоскость, 
дълим* уравнете касательной на ж и полагаем* ж = оо . Получимъ: 

Zß' — Уа' = 0 . 

Услов1е перпендикулярности 

а' (o'ari-f- а') - f ß' {ß'x^ + V) = О, 

этой плоскости съ касательною плоскостью, соответствующей x = xt 

даетъ для хх снова значете (10). 
При такомъ опредЕлетн центральной точки можно вычислить вы-

ражеше для р и не принимая образующую за ось ОХ. 
Общее выражете параметра распредълетя 

_ а - ^ - ß'2^_(aR'__ ßay 

~ (a'b'—ß'a) (l+cfi+P)' 

Совершенно иным* образомъ придем* къ центральной ТОЧКЕ, раз
сматривая прямую—кратчайшее разстояте двухъ безконечно-близкихъ 
образующих!.. 

Образующая Z)'—безкопечно-близкая къ принятой за ось О Х . ко
торую означимъ D, имветъ уравнетя: 

Z = Xda -j- da , У = Xdß + db. 

Обпцй перпендикуляръ къ D и D' проэктируется на плоскость ZOY 
по прямой, перпендикулярной к* проэкщи D ' на ту же плоскость. 

Уравнете этой проэкщи D': 

Z - ß' Y 



ееть въ тоже время уравнете плоскости, проходящей черезъ ОХ (т. е. D) 
и пересекающей 1)' въ точк*: 

ХЩТЪ = - ^ ™ *'•) = - Ы'а'+ß'V), 

т. е. въ центральной точк*, которая такимъ образомъ есть точка встречи 
съ D' прямой, перпендикулярной и D и къ D'—ихъ кратчайшаю раз-
стоянгя. На каждой образующей есть одна центральная точка. 

Въ развертывающейся поверхности двт> сосъдшя образующая пере
секаются, ихъ кратчайшее разстояше равно нулю, и точка встречи должна 
разсматриваться, какъ центральная точка; иными словами: центральною 
точкою образующей развертывающейся поверхности является ея харак
теристическая точка. Геометрическое место центральныхъ точекъ линей
чатой поверхности называется стрикцюнной лингей. Чтобы вывести об
щее уравнете стрикцюнной линш, возьмемъ уравнетя прямолннейныхъ 
образующихъ въ более симметричномъ виде: 

Х—а 
X 

Y—b^Z — c 
р V ' 

или 

X = а А- Хб 
Y=b-\-po 
Z = c4-vo 

( И ) 

Безконечно близкая образующая определится уравнетями 

Х—а—а'е Y — Ъ—Ъ'е Z — c — c't 
-fie v - j - r'e 

Лиши кратчайшаго разстояшя между этими прямыми определяется 
уравнетями: 

! Х — а 
0 = ' X 

\ uv'—vp! 

Х — а — а'е 
X-f-X'e 

pv'— vp! 

Y-b 

и 
vX'— Xv' 

Z—c 
V 

Xft'— fiX' 

Y—b — b'e Z—c — c'e 
и - j - p'e v -f- v'e 

vi!—Xv' Xu'—pX' 

Вторая плоскость пересекаетъ первую прямую въ точке, для кото
рой Ö определится уравнетемъ: 

0 = 
Хб — а'е рб — b'e vo — c't 
Х-\-Х'е и + и'е v-\-v'e 

pv'—vp!' vX'—Xv' Xu'—uX' 
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Вычитая 2-ую строку, умноженную на б , ИЗЪ 1-ой, сокращая по-
томъ на (—е) и полагая въ пределе е — 0 , будемъ иметь: 

0 = 

такимъ образомъ: 
I 

0 = ö . | 

+ 

Я'б + а' р'о + Ь' v'o-\-c' 
Я ft v 

uv'—v/t'- vX'—Xr' Xfi'—^uX' 

X' ft' v' 
X ft v 

I uv'—TU' vi'—Xv' Xu'—ftX' 

a' V c' 
X и v 

ftv'—vft vX'—Xv' Xft'—fiX' 

Множитель при б есть: 

— [(Xft'— г-и'У + (Xv'— vX')2 -f- (ftv'— v/t')2] = 
= — [ ( Я 2 + ft2-}- v2) (X'»-\-fi'*-\- v'2) — (XX'-f- ftft'+ vv'f] 

следоват., онъ равенъ 
_ ( Я ' 2 + У « + „ < » ) , 

если Я, и, V суть косинусы прямой съ осями, ибо тогда Я 2~|-и"~\-v"— 1 
и XX'-j-ft/i'-\-vv'= 0. Такимъ образомъ при этомъ 

а V с' 
6 = — т-> I Ti—i—гз X и v 

X 2 - j - ft -f- v 1 ' 
ftv'—TU' vi'—Xv' Xft'—uX' 

Подставляя въ уравнеше образующей *ато значеше б , получимъ 
координаты центральной точки: 

Я. Д Х = а-

где 

Я' 2 + //2 - f г ' 2 

ft. А 
Я'а + р ' 8 - } - » ' 2 

" • Д 
Я' 2 - f и'2 + г-'2 

д = 
«' о' , с' 
X ft V 

uv'—v/t' vX'—Xv' Xft'—ftX' 

(12) 

(12') 

(12") 

(13) 
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Примеръ 1. Для поверхности х2 — у2 —2z прямолинейныя обра
зующая могутъ быть опредълены уравнешями: 

х— т у — т Z 

2т 
Стало быть: 

1 — 1 

а = Ь = т, с = 0, а' =Ъ'=], с'= О 

1 2т 
А = 

| / 2 + 4т2 
-U, V 

X'-. 
4т 

( 2 - j - 4 T 2 f и = 

/ 2 + 4 т г ' 

4т , 4 
(2 + 4т2)'/»' (2 +4т 2 ) 3 ' » 

1 х.ш I I г - , = 16 + 3 2 т 2 ^ 1 б ( 1 + 2 т 2 ) = ; П 

^ (2 + 4т2) 8 (1 + 2т 2 ) 3 " ' ( 1 + 2 т 2 ) 5 ' 

Определитель Д въ этомъ случае будетъ: 

1 1 О 
X X V 

vX'—Xv' rX'—Xv' О 

1 0 0 
Я —2Х V 

vX'—Xv' О О 
= 0 

Такимъ образомъ 
х = т = у, z = 0, 

прямолинейная образующая въ плоскости XOY. 
Для второй системы прямолинейных* образуюпшхъ стрикщонною 

лишей будетъ вторая прямолинейная образующая, лежащая въ пло
скости XOY. 

Примеръ 2. Прямолинейвыя образующая однополаго гиперболоида 
вращешя 

а 2 + « 2 с 2 

могутъ быть заданы уравнешями 

а с у • а)' а ' с в\ а) 

или если означить 6 + - = 2м, b—~ = 2v, такъ что и2—«2=1, 
в 6 
х у—au 0-\-cv 

—av си 
(а) 
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Уравнеше для tf напишется: 

О au —cv 
а —av си 

ac(uv'—ш') —оси' a V 

4- ö 

V и 

О —av' си 
а —av си 

ac(uv'—vu') —аси' — а 2 

а 
замвтивъ, что ?«'== — , .«?'= — и отбросивъ множитель - , приведемъ его, 

6 6 6 
по раскрыли опредьмителей, къ виду 

О = а (а2+<fi) uv —о (cs2-f с 2) ем 2 

V 
такъ что а — — . 

и , 
. Z-+-CV V 

Поэтому для стрикпдонной линш *»= — или s = 0 , то есть 

стрикщонною лин!ею гиперболоида вращенш будетъ его горловое сечете 
2 = 0, х*+ if «2. 

Прим^ръ 3. Подобнымъ образомъ найдемъ, что стрикщонная лишя 
одноподаго гиперболоида 

'•AR2 «2 ЯЪ 
а 2 б 2 с 2 

определяется при сходныхъ обозначешяхъ уравнешями 

. У « = Ь , b 3 ( o 3 - f с 2 ) и 

с а (а 2 — б 2) V 

и следовательно, представляете пересечете гиперболоида поверхностью 

У {с* ( а 2 + Ь 2) X 2 — а< (б 2 — с 2 ) ^ } = - а с ( a 2 - f б 2} o^XZ. 

или поверхностью 

А 6 ( Ь 2 _ | _ с 2 ) 2 J > B ( a 2 _ | . c 2 ) 2 С В ( а 2 _ й 2 ) 2 

X 2 У 2 : 0 . 
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§ 38. Приложение къ кривышъ двоякой кривизны. 

Примънимъ полученный выше обшдй результате къ теорш кривыхъ 
двоякой кривизны. Бинормали кривой не пересекаются. Ихъ совокуп
ность составляете, следовательно, косую линейчатую поверхность. 

Пусть образующая линейчатой поверхности есть бинормаль кри
вой двоякой кривизны. Тогда въ формулахъ (12). предыдущаго параграфа: 

й » = 1 , 6 = у , C = * = Z , -

а'=х' = а, 6' ==*/' = /3 , с ' а = г ' = у 

,, I т , и 
Р Е Q 

, , , . , » , , „ 1 , , ЦП — vm а 
& + Р Т v — —,> u v — Vit' = с = и т. д. 

Q е о 
такъ что уравнете для о есть: 

а 
ё ' 

т. е. 6 = 0 , и. следовательно, точка стрикцюнной лиши поверхности 
бинормалей, соответствующая точке (х, у, г), и есть сама точка (х, у, г). 

Итакъ: кривая двоякой кривизны есть стрикцгонная лишя линей
чатой поверхности—геометрическом мпста ея бинормалей. 

Касательная къ кривой перпендикулярна къ бинормали. Поэтому 
кривая двоякой кривизны является ортогональною траэкторгей для пря-
молинейныхъ образующихъ линейчатой поверхности бинормалей, на ко
торой она служить стрикцюнтю лишей. 

Это не будетъ однако общимъ свойствомъ стрикцюнной линш на 
произвольно заданной линейчатой поверхности. 

Действительно, косинусъ угла прямолинейной образующей линей
чатой поверхности (11) § 37 и ея стрикцюнной лиши (12) § 3 7 имеете 
числителемъ выражеше 

XX'+ и F + tZ = ( Я « ' + fb' + re1) - я „ + ^ + у „ № + w' + -

о 
Q 

а ß у 
X р, v 
а ß у 



Въ случае линейчатой поверхности бинормалей Д = 0 , 1а'-\-иЬ'-\-тс' 
обращается въ Ха-\- uß -{- ту и следовательно также равно О. 

Но вообще это выражете не равно нулю, и такимъ образомъ 
кратчайшее разстоян1е мзжду двумя безконечно-близкими образующими 
не составляете элемента стрикпдонной линш, которая является лишь 
геометрическимъ местомъ начальныхъ (или конечныхъ точекъ) этихъ 
кратчайшихъ разстоятй. 

§ 39. Теорема Bouquet . 

Теже результаты можно получить еще иначе. Кратчайшее разсто-
я т е между двумя соседними образующими линейчатой поверхности, со
ответствующими значетями 6 и ь-\-Аь параметра ** 

з — ах - р а!, у = ßx-4- Ь (1) 
и 

е = (а-\-Аа\х + а-\-Аа, y = (ß+A3)x-^b+Ab (V) 

по известной формуле аналитической геометрш выразится: 

6= ± 
0 Ab Аа 
1 ß а 
1 ß+Aß а+Аа 

•.V(ß(a+-Aa) — a(ß-irAß)Y+Aa*+Aß* 

Aa.Aß — Ab.Aa 
~ Via- -Aß2 • (a Aß -ßAaf ' - ; 

Если заменнмъ здесь приращеше Аа, Ab... ихъ разложетями 
но степенямъ Аь 

Аа = а'Аь + ^а"Аъ'-т-1а'"Аба-{-... 

и т. д., то получимъ въ знаменателе подъ корнемъ 

Ab2 [a'2-{-ß'2+ (aß'—/?«')2]4- члены 3-го и высшихъ порядковъ 

въ числителе: 

Aa. Aß —Ab. Аа ----- (a'ß — Ь'а) Ab2-\- \ (a"ß'+a'ß"—b"a'—b'a") Ab* 

• 4 - 1 | (a'"ß'Arß"ld~b'na—a"b') - f l- (a"ß"—b"a")l Ab*+ 

+ члены 5-го и высшихъ порядковъ. 



Здъсь коэффищентъ члена 3-го порядка можно переписать 

i ( a t f ' - & ' « ' ) ' 

Такимъ образомъ: для линейчатой поверхности кратчайшее раз-
стоянге между двумя безконечпо-близкими образующими есть вообще 
безконечно-малая 1-го порядна (числитель 2-го и знаменатель 1-го). Если 
же поверхность развертывающаяся, то въ числители не только членъ 
2-го порядка, но и членъ 3-го порядка выпадаетъ, и следовательно, двп 
безконечно-близтя образующая развертывающейся поверхности пересгъка-
ются съ точностью до безконечно-малыхъ 3-го порядка. 

Обращаемся къ членамъ 4-го порядка числителя. Множитель при zJe* 

~ (a"'ß' + p"a'— Ъ"'а'— Ъ'а'") + J (a"ß"— Ь"а") 

съ помощью производной отъ коэффищента при Jo 3 : 

(a'ß'— b'a')"= (a"'ß'4-a'ß"'—b"'a'—b'a"'y4r 2 (a"ß"—b"a") 

можетъ быть приведен* къ виду: 

l(a'ß'-Ъ'а')" + ( ~ \ + jj ( « Т - Ъ"а"). 

Если поэтому уничтожается не только членъ 3-го порядка, но и 
членъ 4-го порядка, то должно быть сверхъ a'ß'—&'«'== 0 еще 

a"ß"— Z > V = 0 . 

Но въ силу a'ß'—Ъ'а'—О 

— к' — к > а о 

т. е. a'<=ka', ß'= kb' и следовательно, 

а " = ka"+ к'а', ß"= kb"-\- к'Ь'. 
Поэтому 

a"ß"— Ъ"а" = к' (а"Ь'— Ь"а'). 

Второе уравнете распадается такимъ образомъ на два: 

Во-первыхъ 
ft'=0 .-. 4 = Const; - ^ (1) 



— 172 — 

при этомъ изъ ß ' = ко1, ß'= кЪ' следуетъ а = ка + к1 и /9= ЬЪ - | - к2 

такъ что уравнеше прямолинейной образующей линейчатой поверхности 
принимаетъ видъ 

г — кх— а(х-\- к), 

У — h= ° (х + fc) 5 

исключеше отсюда в приведетъ къ уравнение вида 

ж -f - к' а; + £ 

т. е. въ этомъ случав линейчатая поверхность есть коническая. 
Во-вторыхъ можетъ обращаться въ нуль второй множитель: 

а"Ъ'— 6 " а ' = 0 (2) 
отсюда 

а" V I а'\> 

и следовательно а'=С.Ь\ а = €.Ь + С где С и С' две произвольныхъ 
постоянныхъ. Такъ какъ кроме того a'ß'—6'«'= О, то и a'—C.ß', такъ 
что a=Cß+ С". 

Внося эти значетя въ уравнеше (1) образующей, получимъ: 

* = ( С . Ь-f- С > + C/9-f-C" 

y=bx + ß 
или 

т. е. независимо отъ значешй в, координаты х. у, z связаны уравнешемъ 

я _ Q/ + С а г + С , 

все образующая лежать въ плоскости и огибаютъ следовательно неко
торую плоскую кривую. 

Мы приходиме такимъ образомъ къ теореме Bouquet: Если не 
только члены 1-го и 2-го, но и члены 3-го порядка въ выраженги для О 
обращаются въ нуль, то линейчатая поверхность или коггусъ или обра
зуется прямыми, лежащимгг въ плоскости и огибающими плоскую кривую, 

Выражете, стоящее въ знаменателе с, пропорщонально синусу 
угла между двумя образующими; если означимъ его <р, то ограничиваясь 
членами 1-го порядка, имеемъ 

l + a'^ß'» 
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Для малыхъ J e , siii q> стало быть величина также безконечно-ма
лая и следовательно, sin о? можетъ быть замъвенъ черезъ ц>. Отсюда 

б ( a ' < g ' - & ' a ' ) ( g ' 2 4 r / 9 ' 2 - f - i ) 
<р a ' 2 + £ ' 2 + (a/?' 2— /?а') 2 W 

это есть параметръ распредпленгя. Для развертывающейся поверхности 
онъ обращается въ О. 

§ 40. П о н я ^ я о системах* прямых* . 

Изучеше линейчатых* поверхностей въ томъ направленш, которое 
зд^сь намечено, вводит* насъ въ новую область—область линейчатой 
геометрш, въ которой за основной элемент*, изъ котораго образуются 
все фигуры, принимается не точка, какъ мы принимали до сихъ поръ, 
кладя въ основу систему прямоугольных* или иных* координатъ, а 
прямая линш, какъ целое. 

Въ уравнешяхъ прямой 

y = ßx + Ь ] 

мы можем* принимать все четыре, коэффищента а, а, ß, Ъ независи
мыми и придавая имъ всевозможныя значетя , получимъ все прямыя 
пространства. Каждый изъ четырех* коэффищентовъ принимает* оо 
вещественных* значений, каждое из* которыхъ можетъ быть скомбини
ровано съ каждым* изъ остальныхъ трехъ. Говорят* поэтому, что въ 
пространстве имеется со* прямыхъ или что пространство, если за основ
ной элемент* принять прямую, имеетъ четыре измгьренгя, является 
мноюобразгемъ четырехъ измпренгй. 

Налагая на коэффищенты а, а, ß, Ъ (которые теперь можно счи
тать координатами ') прямой) одно услов1е, т. е. предполагая, что эти 
коэффициенты связаны однимъ уравнетемъ 

F(a, а, ß, Ь )==0 , (2) 

имеем* независимых* только три, или же можемъ выразить а, а, ß, Ъ 
въ функщи трехъ независимыхъ между собою параметровъ 8 t , бд, е 3 . 
Подучим* со 8 прямыхъ, образующихъ комплексъ прямыхъ. 

') Собственно въ линейчатой геометрш за координаты пряхой пряннмаются не 
четыре эти ветчины, а п я т ь : я, а, ß, Ь и ab — ßa = e (a ) ; свяэаиныя между собою 
уравнетемъ второй сгепенв (о). Пятая величина получится, - е с т составияъ уравнете 
проэкщи прямой на ПЛОСКОСТЬ гоу: ау — $z — ab— 
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Черезъ каждую точку (х, у, г) пространства проходить безчислен-
ное множество (га 1) принадлежащихъ данному комплексу прямыхъ, тъ 
именно, которыя приданныхъ х, у, z удовлетворяютъ тремъ уравнешямъ 
(1) и ( 2 ) . Онъ образуютъ следовательно некоторую коническую поверх
ность, которая называется поверхностью комплекса, принадлежащею точке 
(х, у, z). Подобнымъ образомъ, прямыя комплекса, лежащая въ данной 
плоскости 

Ax + By + Cz-\- D = 0, ( 3 ) 

должны быть таковы, что ( 3 ) при замене у и z по (1) должно удовле
творяться при всякомъ х; т. е. должно быть 

А + Bß + Ca =• О 
( 4 ) 

D-j-Bb + Ca = 0. 

Такимъ образомъ эти прямыя должны выполнять три уравненш 
( 2 ) и ( 4 ) и такихъ прямыхъ будетъ о Ы , — оне огибаютъ некоторую пло
скую кривую—кривую комплекса, принадлежащую плоскости ( 3 ) . 

Если коэффищенты а, а, ß, Ъ связаны двумя соотногаетями 

Fx(a, а, ß, й) = 0 , F 2 ( a , а, ß , Ъ) = О , ( 5 ) 

то мы можемъ взять произвольно только два. остальные уже будутъ 
определены уравненшми ( 5 ) , или можно а, а, ß, Ъ выразить въ функщи 
двухъ независимыхъ параметровъ. Получаемъ конфигурацию, состоящую 
изъ о о 2 прямыхъ и называемую конгруэнцией прямыхъ: черезъ каждую 
точку ироходитъ определенное число прямыхъ, которыхъ коэффищенты 
«, а, ß, b определятся при данныхъ х, у, z изъ четырехъ уравненш 
(1) и (5), и конечное число прямыхъ лежитъ въ каждой данной плос
кости—те именно, которыя удовлетворяютъ уравнешямъ ( 4 ) и ( 5 ) . 

Наконецъ три соотношешя между коэффищентами а, а, ß, Ъ при
водить насъ къ динейчатымъ поверхностямъ. 

§ 41. Е о н г р у э н ц г и . 

Обращаемся къ конгруэнщямъ. Пусть въ уравнешяхъ образующей 

з — ах -{- а 

у = Är -+- Ь 

1«И№иЧ1 еН1^-- ста-~Функщи двухъ независимыхъ параметровъ ьг и б 2 . 
Если установить между ^ и в.а некоторую зависимость, то получимъ 
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некоторую линейчатую поверхность. Это ПОСЛЕДНЯЯ будетъ по предыду
щему развертывающеюся, если установленная между ех и б2 зависимость 
такова, что a'ß'— Ь'а'= О , гдъ производныя берутся по тому параметру, 
который принятъ за независимый; если расписать подробнее, должно 
быть: 

/да да_ db.2\ Idß ^_ dß rfe2\ /да ^да db.2\ /дЪ db db.2\ _ 

что представляетъ дифференщальное уравнете вида 

* ( $ ) + « ( £ ) + * т < > . 
которое разлагается на два 

dbo , . db» 
^ = 9Pi(öi, Ь2), ~ = <P2{h, Ъ.2). (7) 

Проинтегрировавъ каждое изъ этихъ уравненШ, получимъ интегралъ 
^»(в1, С) зависящш отъ произвольной постоянной, которую можно по

добрать такъ, чтобы при e t = bj° было 6 ä = е2°, т. е. интегралъ каждаго 
изъ двухъ дифференциальных* уравненШ (7) определяет* безконечное мно
жество развертывающихся поверхностей, и черезъ каждую прямую кон-
груэнщи проходятъ ДВЕ такихъ поверхности. Соответственно каждая 
прямая содержитъ ДВЕ точки,—точки реберъ возврата той и другой раз
вертывающейся. Эти точки называютъ фокальными точками образующей, 
а ихъ геометрическое МЕСТО, соответственно ВСБМЪ образующимъ кон-
груэнцщ, есть некоторая поверхность, называемая фокальною поверхностью 
конгруэнщи. 

Фокадьныя точки образующей можно получить и не интегрируя 
уравнетя (7). Действительно, если взяли одну образующую (1), то без-
конечно-близкая (1') встречает* ее, если 

О = .г J a -f J a , О = хAß - f Ab. 

Исключая отсюда x, мы и получимъ yawBie 

a'ß'— a'b'=0. 

Если же напротив* напишемъ коэффищенты при Аьг и исключимъ 
db 
-т^ , то получимъ уравнете, которому приданных* о 1 5 Оо должна удовле-
dbx 
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творять координата х встречи двухъ послъдовательныхъ прямыхъ кон-
груэищи, которыя и будутъ приэтомъ образующими развертывающейся 
поверхности. 

Имъемъ: 

0 = 
да . 

х- {-
dex ' 

да . 
^ + { дь.2-^ 

да\ 
ЖЛ) 

dtj2 

0 = dß , 
x ö \ ~ r 

дЬ , дЪ\ db.2 0 = dß , 
x ö \ ~ r dt2. dbx 

Исключал отсюда ~ - найдемъ 

„ / да , да\/ dß , db\ / да da\( dß , dh\ 
0=(*ъ+ж,) [хж2 f - ж2) - [х ж2 + ж2) ^ж^ж,) ( & ) 

Это уравнеше второй степени относительно х и потому при данныхъ 
е х , 92 доставить два значетя, — на каждой прямой конгруэнщи опреде
лятся две (фокальныхъ) точки. Предполагая же 6 Х , ь.2 переменными, изъ 
трехъ уравненШ (1) и (8) можемъ исключить ихъ и получимъ уравнеше 
геометрическаго места фокальныхе точекъ—фокальную поверхность. Эта 
поверхность должна состоять изъ двухъ полостей, описываеяыхъ одна 
одною фокальною точкою, другая—другою. 

Эта фокальная поверхность будеть содержать не одну только ха
рактеристическую точку какой-нибудь развертывающейся, но и все ея 
ребро возврата. Действительно, конгруэнщи принадлежать все прямыя 
каждой такой развертывающейся, которыя суть въ тоже время касатель
ныя къ ея ребру возврата, и следовательно, каждая точка этой кривой 
является пересечешемъ некоторой прямой конгруэнщи се безконечно-
близкой прямой той же конгруэнщи, т. е. будетъ ея фокальною точкою 
и следовательно, должна принадлежать • геометрическому месту этихъ 
точекъ—фокальной поверхности. II всякая прямая конгруэнщи касается 
двухе полостей фокальной поверхности. 

Пусть F и F' две фокальныя точки некоторой образующей. Черезъ 
последнюю проходять дв% плоскости у н у'—касательныя къ прохо
дящимъ черезъ образующую развертывающимся и такимъ образомъ со-
ответствуюгщя ея фокальнынъ точкамъ. Плоскости эти называются фо
кальными плоскостями Можно убедиться, что въ тоже время у есть 
часательнан_ плоскость къ поверхности J?, геометрическому месту точки 

у' есть касательная къ 2— геометрическому месту точки F. •<->} 
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Действительно, пусть прямая перемещается, оставаясь касательной 
къ ребру возврата 1-ой развертывающейся, и следовательно, къ 2; она 
при этомъ будетъ постоянно касаться и 2 ; точка прикосновешя ея съ 
2 опишетъ на 2 кривую С", проходящую черезъ F, но отличную отъ 
ребра возврата 2-ой развертывающейся. Описанная прямою разверты
вающаяся будетъ иметь съ 2 две общихъ касательныхъ,— касательную 
въ F" къ ребру возврата 2-ой развертывающейся и касательную въ F' 
къ С", стало быть оне имеютъ общую касательную плоскость, которая 
будетъ такимъ образомъ соприкасающеюся плоскостью къ ребру возврата 
первой развертывающейся и касательного плоскостью къ 2 . 

Если одна изъ плоскостей фокальной поверхности вырождается въ 
кривую, то прямыя конгруэнщи будутъ встречать эту кривую и касаться 
другой полости. Одною изъ развертывающихся будетъ поэтому для 
каждой прямой конгруэнщи конусъ, касательный къ полости фокальной 
поверхности и имеюшдй вершину на кривой, къ которой привелась дру
гая ея полость. Если обе полости сводятся къ кривымъ лишямъ, то 
развертывающаяся, о которыхъ идетъ речь, будутъ конусы, проходяujie — 
черезъ одну кривую и имеюпце вершины на другой. ^ - - " " ^ 

§ 42. Конгруэнция нормалей некоторой поверхности. 

Нормаль поверхности z = f(x, у) 

Х—х_ Y—y_Z—z 
V ~~ 9 ~ — 1 . 

есть прямая, уравнетя которой зависятъ отъ двухъ параметровъ (х, у). 
Поэтому совокупность нормалей къ некоторой поверхности представляетъ 

-~частнтятЬ«лу«^й KOHrpyjwniw прямыхъ. Те развертывающаяся поверхности, 
о которыхъ говорилосьв !ЗГЯГ7 - -^у ! Е! 1 ^ С щ М г образомъ составляться та
кими нормалями, которыя пересекаются~"съ-твгт^-^^^ 
Но мы ВИДЕЛИ (§ 2 2 ) , что точки, имеющш ташя нормали, oöpfSyicW-»--
поверхности лиши кривизны. Такимъ образомъ, развертывающаяся кон-
груэнцги нормалей некоторой поверхности, проходящгя черезъ какую-
нибудь нормаль, переспкаютъ поверхность по ея лингямъ кривизны. По 
свойству этихъ нослгьднихъ оть пересекаются подъ прямымъ угломъ. 
Фокальными плоскостями служатъ плоскости главныхъ нормальныхъ 
еечешй. 

Наконецъ фокальною поверхностью является поверхность центровъ 
кривизны главныхъ нормальныхъ спченШ (эволюта) поверхности. у 



— 1 7 8 — 

Действительно, нзпипнфь уравнешя нормали под*'ЩщЫ 

р 

еоОТавимъ уравнеше (8), принявъ е ^ ж , ь^=у; получимъ-^ 

г(Х-х) , 1 (Х-Х)8 

= 0', 

или если первую строчку умножить на q, придать ко второй и от0 

еить затвме обще множители —: -

Сравнивая это урав 

X — * 

щ|емъ (21) § 28 заключаемъ 

Р 
откуда, 

X — ж = 

К / 1 \-jfl-\-q* 

В.р 

у Vi + p'l\f 
и следовательно по уравненш нормали 

К . q 

Vi+p'+q1 ... " ; -
Сравнивъ эти выражешя съ уравнешями § 27, видимъ, что <| 

кальныя точки совпадаютъ съ центрами кривизны главныхъ нормал 
ныхъ свчешй, и следовательно, действительно фокальною поверхносй 
конгруэнщи нормалей данной поверхности является ея эволюта. 

Но не всякая конгруэнщя можетъ быть разсматриваема, какъ ксй 
груэнщя нормалей некоторой поверхности. Для этого необходимо и X 
статочно, чтобы фокальныя плоскости каждой прямой конгруэнщи бьн 
взаимно-перпендикулярны. 
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